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1. 

Beweis eines algebraischen Lehrsatzes. 

(Von Hrn. Ho&ath u. Professor, Dr. Gau/s zu Güttingen.) 



XJ er Gegenstand dieses Aufsatzes ist der Cartesische, gewöhnlich nach 
Harriot benannte, Lehrsatz über den Zusammenhang der Anzahl der 
positiven und negativen Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit der 
Anzahl der Abwechslungen und Folgen in den Zeichen der Coeffieienten. 
Man vermifst an den von verschiedenen Schriftstellern versuchten Bewei- 
sen dieses Theorems die Klarheit, Kürze und umfassende Allgemeinheit, 
die man bei einem so elemoatariochen Gegenstande mit Recht verlangen 
kann, uud eine neue Behandlung desselben scheint daher nicht überflüs- 
sig zu sein. 

£5 sei X eine algebraische ganze Function von x von der Ordnung 
wn^ nach absteigenden Potenzen von x geordnet Wir nehmen an (ohne 
Pfachtheil für die Allgemeinheit), daCs das höchste Glied x"^ sei, und das 
niedrigste von x freie Glied nicht fehle; blofs die wirklich vorhandenen 
Glieder sollen aufgestellt, also nicht die etwa fehlenden mit dem Coeffi- 
eienten angesetzt sein. 

Wenn nicht alle Coefficienten positiv sind, so werden sie einen 
oder mehrere Zeichenwechsel darbieten. Es sei — Nx^ das erste nega- 
tive Glied, das erste hierauf folgende positive + P^> das erste hierauf 
folgende negative — Qx"^ u. s. w. Es sind mithin /w, /2, ;;, y u. s. w. 
abnehmende ganze Zahlen; Ny P, Q u.a. w« positiv, und X erscheint so 
dargestellt : 
X = ar^^+H- —Na^ .... + Par'' + + — Qx'i— u. s. w. 

Es werde X mit dem einfachen Factor x — cc muUiplicirt, wo « 
positiv vorausgesetzt wird. Man sieht leicht^ da£s in dem Producte, x^'^^ 

Crclies JourDal. UI. Bd. 1. H(U 1 
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einen negativen^ oc^^ einen positiven^ s^^ einen negativen Coefficienten 
u. 8. w.^ also das Froduct diese Form erhalten wird : 

so dafs N', P', Q' u. s. w. positiv werden. Die Zeichen zwischen den 
aufgestellten Gliedern bleiben zwar unentschieden : allein es ist klar^ dafs 
vom höchsten Gliede bis zur Potenz ^r^"^^ wenigstens ein Zeichenwech- 
sel, bis ^rP+* wenigstens zwei, bis x*^'^^ wenigstens drei u. s. w. statt fin- 
den. Ist der letzte Zeichenwechsel in X bei dem Gliede + Uo^j und 
bezeichnet man den Coefficienten von ä^+* in X{x — a) durch + U'j so 
wird ü' positiv sein, und bis zum Gliede + Z7'a:^* haben dann wenig- 
stens eben so viele JZjeichen Wechsel, wie in X sind, statt gefunden. Das 
letzte Glied in X(x — a) wird aber das Zeichen Ijl haben; es mufs also 
bis dahin wenigstens noch ein Zeichenwechsel hinzugekommen sein* 
Wir schlielsen also, dafs X{x — et) wenigstens einen Zeichenwechsel 
mehr hat als X. 

Es sei nun X das Froduct aller einfachen Factoren, die den nega- 
tiven und imaginären Wurzeln einer Glelclrang yssO entsprechen, also, 
wenn a, ß, y u. s. w. die positiven Wurzeln derselben Gleichung sind, 

y = JS'(ar— .a)(ar— ß)(j?— 7) .... 

Es finden sich also nach vorstehendem Satze, in X{x — et) wenigstens 
ein Zeichenwechsel, in X(x — a){x — ß) wenigstens zwei, in X{x — «) 
(jc-— ß) {x — 7) wenigstens drei u. s. w. mehr als in X^ folglich wer- 
den, auch wenn in X gar kein Zeichen Wechsel vorkommt, in y we- 
nigstens so viele Zeichenwechsel sein, wie positive Wurzeln. Man 
sieht von selbst, dals wenn die Gleichung weder negative, noch imagi- 
näre Wurzeln hat, man Jfs 1 zu setzen hat, und dieser Schluls seine 
Gültigkeit behält. 

Es gehe y, wenn den Coefficienten der Potenzen ^r**"*, x^"^, :r^** 
u. s. w. die entgegengesetzten Zeichen beigelegt werden, in y' über; 
sämmtliche Wurzeln der Gleichung y' =s werden dann den Wurzeln 
der Gleichung y=0 entgegengesetzt sein. Es wird daher in y' wenig- 
stens eben so viele Zeichenwechsel geben, als die Gleichung y^^O ne- 
gative Wurzeln hat. 

Wir haben daher folgenden Lehrsatz: 
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Die Gleichung y = kann nicht mehr positive Wur- 
zeln haben^ als es Zeichenwechsel in y giebt^ und nicht 
mehr negative Wurzeln^ als Zeichenwechsel in y* sind. 

Diese Einkleidung des Theorems scheint die zweckmälsigste zu sein^ 
da sie die groTste Einfachheit mit der umfassendsten Allgemeinheit ver- 
einigt^ und alle Gestalten des Satzes ^ die nur unter besondern Bedingun- 
gen gelten^ von selbst daraus fliefsen. 

Will man die Grenze der Anzahl der negativen Wurzeln unmit-^ 
telbar an den Zeichen der Coefßcienten von y erkennen^ so wird es 
nothwendig^ die Unmittelbaren Zeichen Wechsel und Zeichenfolgen (bei 
Gliedern 9 wo die Exponenten von x um eine Einheit verschieden sind), 
von den durch fehlende Glieder unterbrochenen zu unterscheiden. 
Offenbar wird jeder unmittelbare und jeder durch eine gerade Anzahl 
fehlender Glieder unterbrochene Zeichenwechsel in y' zu einer ähnlichen 
Zeichenfolge in y, während ein durch eine ungerade Anzahl fehlender 
Glieder unterbrochener Zeichenwechsel in y' auch in y ein ähnlicher 
Zeichenwechsel bleibt. Der zweite Tli«il dea Theorems läfst sich daher 
auch so ausdrücken: 

Die Anzahl der negativen Wurzeln der Gleichung y = kann 
nicht gröfser sein, als die Anzahl der unmittelbaren und der durch eine 
gerade Anzahl fehlender Glieder unterbrochenen Zeichenfolgen, addirt 
zu der Anzahl der durch eine ungerade Anzahl fehlender Glieder unter- 
brochenen Zeichenwechsel in y. 

Fehlt in y gar kein Glied, so ist die Anzahl der negativen Wur- 
zeln nicht gröfser, als die Anzahl der Zeichenfolgen. 

Bezeichnet man durch A die Anzahl der unmittelbaren Zeichen- 
wechsel, und durch B die Anzahl der unmittelbaren Zeichenfolgen in y, 
so wird, wenn kein Glied fehlt, -^-f-Ä = w sein, also der Anzahl aller 
Wurzeln gleich. Insofern diese Zeichen also blols lehren, dafs die An- 
zahl der positiven Wurzeln nicht gröfser als ^, und die der negativen 
nicht gröfser als B sein kann, bleibt es unentschieden, ob oder wie viele 
imaginäre Wurzeln vorhanden sind. Weifs man aber anders woher, 
dals die Gleichung keine imaginäre Wurzeln hat, so mufs nothwendig 
A der Anzahl der positiven, und B der Anzahl der negativen Wurzeln 
gleich sein. 
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Anders aber verhält es sich^ wenn in y Glieder fehlen« Um mit 
Klarheit zu übersehen^ was sich daraus in Beziehung auf die imaginä- 
ren Wurzeln schliefsen lälst^ bezeichnen wir durch a die Anzahl der 
durch eine gerade^ durch c die Anzahl der durch eine ungerade Anzahl 
fehlender Glieder unterbrochenen Zeichenwechsel j durch b und d resp. 
die Anzahl der durch eine gerade und ungerade Anzahl fehlender Glie- 
der unterbrochenen Zeichenfolgen in y. Man sieht leicht ^ dals m — ^. 
— B — a — b — c — d der Anzahl sämmtlicher fehlender Glieder , die 
wir durch e bezeichnen wollen^ gleich sein werde. Nun ist nach unserm 
Lehrsatze die Anzahl der positiven Wurzeln höchstens ji -^ a-^ c, die 
Anzahl der negativen höchstens JB -f- & 4" ^> ^^^^ ^^^ Anzahl aller reellen 
Wurzeln höchstens 

ji-{'B'^a'-\'b'-{'2c = /72 + ^ — rf — ^* 
Es muls daher die Anzahl der imaginären Wurzeln wenigstens e^^e-^d^ 
sein. 

Zählt man also alle fehlenden Glieder zusammen ^ jedoch so^ dals 
man in jeder Lücke zwischen einem Zeichenwechsel eine Einheit weni- 
ger, zwischen einer Zeichenfolge aber eine Einimt mehr rechnet, als 
Glieder fehlen, so oft deren Anzahl ungerade ist, so erhält man eine 
Zahl, der die Anzahl der imaginären Wurzeln wenigstens gleich kom- 
men mufs. 
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2. 

Ueber die Gleichungen, mittelst welcher aus den Seiten 
eines in einen ELreis zu beschreibenden Vielecks der 
Halbmesser des Kreises und die Fläche des Vielecks 

gefunden werden *)• 

(Von Herrn ji. F. MöhiuSj Trofessor zu Leipzig«) 



XJie Gleichungen^ mit Hülfe deren man aus den Seiten eines in einen 
Kreis beschriebenen Dreiecks oder Vierecks 4en Halbmesser des Kreises 
\ind die Fläche des Drei- oder Vierecks findet^ sind allgemein bekannt. 
Von der Entwicklung derselben Gleichungen für Vielecke mit mehreren 
Seiten^ mag bis jetzt theils ihr seltenes Bedürfnils ^ theils aber und vor- 
züglich der Umstand abgehalten haben^ dafs diese Gleichungen bei wach- 
sender Seitenzahl in hohpxxi OtaJe immer zusammengesetzter werden« 
Denn die Anaijsis ist hier^ auf ähnliche Art^ wie bei der Dreitheilung 
des Winkels und in vielen anderen Fällen ^ genöthigt^ auch diejenigen 
Vielecke] mit anzugeben ^ bei welchen der Perimeter^ bevor er in aich 
zurückkehrt^ sich selbst ein oder mehrere Male schneidet^ und welche 
man 9 da sie im Fractischen keinen besonderen Nutzen haben ^ nur als 
Abarten von Vielecken zu betrachten pflegt. Die Mannigfaltigkeit sol- 
cher Vielecke wird aber bei zunehmender Seitenzahl immer grölser^ und 
eben so muls auch die Anzahl der Kreise zunehmen^ in denen sich die 
nemlichen Seiten zu Vielecken zusammensetzen lassen. Uebrigens leuch- 
tet ein> dafs blofs die verschiedene Aufeinanderfolge der Seiten zur Ver- 
mehrung der Kreise nichts beitragen kann. 

Der Zweck des vorliegenden Aufsatzes ist eine nähere Untersuchung 
der Beschaffenheit der gedachten Gleichungen. Ich habe darin^ wenn 
auch nicht sie selbst entwickelt ^ doch eineti einfachen Weg zu ihrer 
Entwicklung nachgewiesen^ und hoffe ^ dafs dieser Weg^ so wie die Be- 
stimmung des Grades der Gleichungen^ die Betrachtung der Natur jener 

^) Diese Abbandlaog ist, wie der Herr Verfasser dem Heransseber meldeti jurcb die Aafjgabe 
No.2L HeftL Band 2. dieses Journals veraDlafsi worden. 



I 



5 ^2. MbbiuSj über Vielecke im 

Btemartigen Vielecke, und nocli einiges Andere fiir den -Geometer nicht 
ganz ohne Interesse und für die Wissenschaft yon einigem Nutisen sein 
werde. 

Sei ji ein Punct in der Peripherie eines Kreises, B ein zweiter 
Funct in derselben, den man sich anfangs mit ^ zusammenfallend denke« 
B trenne sich hierauf yon ^, und bewege sich immerfort nach dersel* 
ben Richtung, etwa von der Linken nach der Ruhten, wenn man sich, 
selbst innerhalb des Kreises befindet. 

Während auf diese Weise der Rogen j^B ohne Ende wächst, und 
der Funct B jedesmal, wenn der Rogen «inem Vielfachen der Peripherio 
gleich geworden ist, mit dem Puncto ji von Neuem zusammenfällt, wird 
die Sehne JlB^ deren anfanglicher Werth =0 ist, so lange zunehmen, 
bis der Rogen ^i? = 180^ geworden, wo sie die Grölse des Durchmes- 
sers erreicht hat Sie wird hierauf eben so abnehmen, i^lrschwinden, 
wenn der Rogen bis zu 360° angewachsen ist, und alsdann durch in 
das Entgegengesetzte übergehen, so dafs, wenn man die Sehne anfang- 
lich positiv annimmt, aie nunmehr negativ wird, und während der PuncC 
B den zweiten Umkreis beschreibt, die Sehne, Cfben «o^ wie beim er« 
sten, nur negativ, zu und abnimmt Kommt hierauf B von Neuem 
nach ^, wird also der Rogen =2.360', so geht die Sehne aus dem Ne- 
gativen in das Positive zurück, und so wieder umgekehrt, aus dem Po- 
sitiven in das Negative, wenn der Bogen 3 . 3ßOP geworden- u. s. f.' 

Rezeichnet daher n irgend eine positive ganze Zahl, und (p einen 
Rogen <I360°, so ist die Sehne des Rogens /i. 360^4" 9 positiv oder ne- 
gativ, je nachdem n gerade oder ungerade ist Der absolute Werth ^er 
Sehne aber ist der Sehne von (p selbst gleich. Auch wird man sich 
leicht durch ähnliche Betrachtungen überzeugen, dafs dieser Satz seine 
Gültigkeit behält, auch wenn n negativ genommen wird. 

Seien nun ^, B, C....M die Spitzen eines in einen Kreis be- 
schriebenen Vielecks, in der Ordnung, in welcher sie im Perimeter auf 
einander folgen, und daher ^£, BC .. .. MA die auf einander folgenden 

Seiten des Vielfecks, deren Anzahl =/7i. Dafs die Puncto Ay Ä, C 

auch in der Peripherie des Kreises nach dieser Ordnung fortgehen, ist 
deshalb keinesweges nothwendig. Vielmehr ist dieser Fall nur als eia 
specieller und zugleich als der einfachste zu betrachten, indem alsdann 
keine Seite von der anderen innerhalb ihrer Endpuncte geschnitten wird*' 
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Man lasse nun von ^ einen Punct im Kreise nach der einen oder 
anderen Richtung, die man für die positive nehme^ im Kreise fortgehen, 
bis er nach B, und zwar zum erstenmale kommt, d. h. nicht noch einen 
ganzen Umkreis weiter, wo er wieder in B eintreffen würde j hierauf 
von B weiter, bis er zum erstenmale nach C kommt, u. s. w., endlich 
von der letzten Spitze M bis zum erstenmale wieder zu der ersten ^. 
Die Summe der so zurückgelegten Bogen wird offenbar entweder 360° 
selbst oder ein gewisses Vielfache davon, z. B. n. 36(f sein. 

Die diesen Bogen zugehörigen Sehnen aber, oder die Vielecks- Sei« 
ten, sind nach dem vorhin Gesagten insgesammt als positiv zu betrach- 
ten, so wie man auch, ohne die positive Beschaffenheit aufzuheben, zu 
jedem einzelnen Bogen irgend ein gerades Vielfache von 360^ hinzufügen 
oder davon wegnehmen, und daher die Summe aller =: 72.360°+ 2^. 36CP 
setzen kann. 

Man nehme jetzt bei demselben Vieleck die der vorigen entgegen- 
gesetzte Richtung im Kreise für die positive, und bestimme danach, wie 
vorhin, die Bogen ^B^ BC....M^. Jeder derselben wird offenbar die 
Ergänzung des vorigen -^m 36(r, d* li. ^=i(jn — /2)360° sein, zu welcher 
Summe man aus gleichem Grunde wie vorhin, das Glied + 2;i.360° 
setzen kann. 

Allgemein wird man daher bei einem m Eck die Summe der Bo- 
gen JBy BC....MJy wenn die ihnen zugehörigen Sehnen oder Viel- 
ecks -Seiten ins gesammt positiv sein sollen, zu setzen haben 

= (/i±2yc>)360 oder = (/w — /i±2/?)360*^, 
wo m die Seitenzahl des Vielecks, n eine von der Aufeinanderfolge der 
Spitzen im Kreise nach einer festgesetzten Richtung abhängige, p aber 
eine beliebige ganze Zahl ist. 

Hier zeigt sich sogleich ein merkwürdiger Unterschied zwischen 
den Vielecken mit gerader und denen mit ungerader Seitenzahl, oder, 
wie wir uns der Kürze wegen in der Folge ausdrücken wollen, zwi- 
schen geraden und ungeraden Vielecken. Findet sich z.B. bei 
einem vorgegebenen ungeraden Vieleck n gerade (ungerade), so stellt 
^db^/' jede andere gerade (ungerade) und m — n^2p jede ungerade 
(gerade) Zahl vor. 

Bei einem ungeraden Vieleck kann daher die Bogeasumme einem gera- 
den Mwohl, als ungeraden Vielfachen von 360^ gleich gesetzt werden« 
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llfi viuvm ffcrnilun Vieleck hingegen ist, wenn n gerade (ungerade) 
«ich t»rgiel)f| n ^'Ip Äowolil als m — wiÄ/> der Ausdruck jeder ande- 
ren geraden (ungeraden) Zahl. 

Atti) grradoii Vieloeko iserfallcn daher in swei verschiedene Klas- 
fiiMK \\v\ drn Vielockon der einen Klasse ist die Bogensumme einem un- 
geradtMi Vlelfachon von Wi^KV gleich^ und diese Klasse heifse die erste, 
\vi»il darin auch die oinfachslon Viidorke, wo keine Seite der anderen 
innorhal!) ihrer Kndpunrlo hogognot, begriffen sind. Bei den ungeraden 
VieleokiMi drr /.wrllen Klasse kann die Bogensumme blofs geraden Viel- 
fnehen von 'M'^KV gleieh geselzl werden. 

So ist r.. B. hei dem Viereck JBCD^ wenn B und D auf enlffe- 
gengeselr.len Seilen der Diagonale AC liegen, die Bogensumme -^Ä -f- 
Wr '-l-r/)^ />./: -'M>{\\ oder ;i.;U'ur etc.; liegen aber B und D auf ei- 
nerlei Seife veii •/f\ so ist dieselbe Be::;ensumme =2..*iG(>\ 4.360 etc., 
nach weleher l\ichlnn.;\ ni.m auch bei diesem, so wie beim vorigen Vier- 
•\*k iiu Kreise fortgel:en mjg. Mithin gehört jenes Viereck zur ersten, 
und dies«*s rwv r\\tMfi»ii Klasse. IXiireiTen ist bei einem und demselben 
Dreieck .//»(\ die lu\o*nsunutie -i^'/? + rC -4- f*./, «ach der einen Rieh- 
tnng gcfahlt. r-'.>pO*\ oder .> ..U*H> etc., nach der entgegengesetzten Rich- 
tuuii*. r=r ^..WuV voller 4..>( i>^ etc. 

Man kann auch imr.v.M* schon aus der niedergeschriebenen Reihe 
der Buchslaben, nach welcher die dan:it bercichncten Spitzen eines ^e- 
gera%\eu \islecks \\\ der Veri; l^ric auf cinar.iUr foli:t-n, be;:rt];eiien, ob 
da> VieUvu cwv ersten c^!er .-^^ eiten Kk;sse gil;oV:. Vergleicht n::i:: nen:- 
lich mit dieser Reihe die Au,<dri!cke f-ir die c;:.rc!r.tn Se:t:n .tTJ. LC. 

CU V.f, ur.d t;:u!cn sich in der Reihe bei einer ur^tractn terade!. 

/uhl der Seiten dsc e\\c\. ie%-e Seite Veieichr.er.de:; B::chstrr$n. in 'er- 
>*lben rc\v>\ als xxie m jenen Ausdr::cker., also Äv.ch Iti e.r.tr i:rjfr - 
den ,;,erade:*,^ Vv.raV.l m umgekehrter Feip>, sc g;h. rt dis Vieleck drr 
erstehe, ^«weiten'' K!a>>c ar. 

S.^ i>t j». I\ Ve: d;*m SecVseck ^Fir. !.^ c:e Rt::.e der Sr::££:: 
^%sr IVrifhene^ •irt*Pr>\ \!:u? vUr;n vrr cvr 5eitcr,ir.scn:ck F.^ \r ::rr.- 
^k^'hrtw ToJyj^ v*^^^ ÄUffUlrx^flfcK. M:::.:n ist C5 e:r. >ccx;s;?ck %lc- er- 
>Wn KUSs*e. 

IW a*» $^^lk9f<^k (Hj. ^-^ i<t Ä> Reibe Äer Sf^mn .^r-^rrj-. 
^erxwin ^M% M\ AT in ilirtctier« und CD^ DE. Fj[ in waigtkxhxUT Fe v. 
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sich finden , und das Sechseck gehört daher ebenfaUs zur ersten Klasse, 
so wie auch (Fig. 3.) mit der Reihe JBDFEC. 

Dagegen sind (Fig. 4. u. 5.) zur zweiten Klasse zu rechnen, indem 
in der Reihe des erstem Sechsecks JBCFDE die zwei Ausdrücke EF 
und Fjiy in der Reihe des letzteren jiBEFCD die zwei Ausdrücke DE 
und F^y umgekehrt anzutreffen sind. 

Die oben entwickelten Sätze lassen sich sehr einfach durch trigo- 
nometrische Functionen darstellen. Setzen wir nemlich die Bogen AB^ 
BC .... MA resp. 

= 2«, 2|? .... 2fe^ 
so ist bei ungeraden Vielecken 

2a + 2ß + .... + 2ft = /> . 360*, 
also 

a + ß + ....+/iA = />. 180°, 

oder« was dasselbe ausdruckt: 

I. sin.(a + ß + ....+ ju) = 0. 
Ferner ist bei den geraden Vielecken der ersten Klasse 

2a 4- ap -t- . . . . + 2|X = (2/> + 1)360°, 
folglich 

^(« + ß + ....) = (2/1 + 1)900, 
oder 

IL cos|(a + ß + .... + fc) = 0, 

und bei geraden Vielecken der zweiten Klasse 

2a + 2ß + .... = 2/1 . 360°, 

i(a + ß + ....) = /i.tSO, 

oder 

II*. sin i (a + ß + + /Lt) = 0. 

Mit Hülfe dieser Gleichungen I. II. II*., können wir nun ohne Wei- 
teres an die Lösung der Haupt -Aufgabe gehen: Aus den gegebenen Sei- 
ten eines in einen Kreis zu beschreibenden Vielecks den Halbmesser des 
Kreises zu finden. 

Bezeichnen wir die Seiten des Vielecks, ABy BC .... MA mit 2a, 
26, . • • •2/71, und den Halbmesser mit r, so ist einleuchtend, dals 

sina = — , sinß= — , ..••smittss — , 

und die gesuchte Gleichung zwischen den Seiten und dem Halbmesser 
wird gefunden sein, wenn man mittelst der letzteren Gleichungen aus 
I. oder II. die Hülfswinkel a, ß....fA eliminirt hat 

Crelle'5 Joarnal. UI. Bd. 1. H& 2 
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Zu diesem Zwecke wird man die Sinus und Cosinus der Bogen- 
summen in L und IL als Functionen der Sinus der einzelnen Bogen »y 
ß, . • • . darzustellen haben^ und zwar als rationale Functionen dieser Si- 
nus, wenn die Gleichung zwischen r, a, b, c. . • «^ wie wohl immer ge- 
fordert wird, rational sein soll. 

Um den hierbei zu nehmenden Gang mit möglichster Deutlichkeit 

vorzulegen, machen wir mit dem Dreieck den Anfang. Für dieses ist 

die Gleichung 

a) sin (« + ß + y) = 0. 

Damit sie zuerst nach Biiia rational werde, erwäge man, da(s das We- 
sentliche der Function sina, und jeder rationalen Function von sinos 
überhaupt darin bestehet, dafs eine solche Function sich nicht ändert, 
wenn man statt a, a -|- 2/? . 180, oder — a -|- (2p -|- 1) 180 substituirt. Nun 
bleibt sin (a -|- ß -|- 7) durch erstere Substitution ungeändert, verwandelt 
sich aber durch letztere Substitution in sin(« — ß — 7). Mithin wird 
die nach sina rationalisirte Gleichung (a) sein: 

Ä) sin (05 -hiJ + y) sin f — f» + ß + y) == 0, 
als welche bei der einen sowohl, als bei der anderen Substitution für a 
unverändert bleibt. 

Um jetzt diese Gleichung (b) nach sin ß rational zu machen^ so 
kommt, wenn man auf der rechten Seite von (b) für ß, 
_ß^. (2^3-1-1)180° setzt: 

sin(— a + ß — y)sin(« + ß— y)i 
mithin ergiebt sich die nach sinß rationalisirte Gleichung, wenn man 
das zuletzt Erhaltene in (ä) multiplicirt: 

III. sin(a-fß + y)sin(— « + ß + y)sin(a— ß + y)sin(a-f-ß— y) = 0. 
Zugleich aber erkennt man, dafs diese Gleichung III. nach siny schon 
rational ist, und es daher wegen siny keiner neuen Multiplication be- 
darf. Es bleibt daher nur die wirkliche Entwickelung der Gleichung 
III. vorzunehmen übrig. Diese giebt, wie man bald findet: 

sina* -fr sinß* + siny* — 2 (sinß* sin y'-j- siny* sin«' -j- sin a* sin ß") 

+ 4 sin a"* sinß* sin y' = 0, 

und wenn man sinM= — etc. setzt: 

r 

oder 

(a4.Ä + c)(— c+A + c)(c— i + c)(c + 4— .c)r» — 4ö'6*c* = 0, 
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I 

die bekannte Gleichung zwischen den halben Seiten eines Dreiecks und 
dem Halbmesser des umschriebenen Kreises. 

Auf ähnliche Weise wollen wir die Gleichung für das nächst fol- 
gende ungerade Vieleck, das Fünfeck, abzuleiten suchen. 

Die ursprüngliche Gleichung für dasselbe ist: 

c) sin (ä + ß + y + J + e) = 0. 
Verwandelt man darin a in — «, und multiplicirt das Ergebniis in (o), 
so kommt die nach sin» rational isirte Gleichung: 

i) sin(« + ß + y + 5 + £)8in(— « + ß + y + J+0 = 0. 
Um (b) nach sinß rational zu machen, verändere man in (&} das Zeichen 
von ß in das entgegengesetzte^ und man erhält^ wenn man das so Ver- 
änderte (b) in das vorige multiplicirt: 

c) 8in(Ä + ß + 7 + ^+f)8in(— a + ß+y + 5 + 
Xsin(a— ß + y + ^+e)sin(— « — ß+y + J + £) = 0, 
eine Gleichung, welche nach sin» und sinß zugleich rational ist 
Hierin wird noch 

sin(« + ß — y + ^+H)sin(- -* + ß — y + J + 

Xfiln(*--ß— y +*-f-0 sin (—a — ß — y 4-^ + 
multiplicirt merden müssen, um eine auch nach siny rationale Glei- 
chung zu erhalten, und dieses neue Product noch mit 

sin(a + ß-fy— S + Osin(— a + ß + 7— 5-f 
Xsin(a— ß + y— 8 + 0sin(— a — ß + 7— ^+0 
X sin(a + ß— y— J+0 sin (—a + ß— 7—^+0 

X sin(a — ß— y— 8 + e)sin(— a— ß— y— 5 + 0> 
damit die Gleichung auch nach sin j^ rational werde. 

Dieses ganze, aus l6 Factoren bestehende Product läfst sich zur 
Uebersicht am bequemsten auf folgende Weise darstellen. Man be- 
zeichne das Product aus den 5 Factoren, welche man erhält,' wenn man 
in a, von den 5 Bogen, nur einen auf einmal negativ setzt, durch 
Ssin( — a-f-ß + 7 + ^+0> "ß^ ®^®n so das Product aus den 16 Factoren, 
welche entstehen, wenn man^ in o, zwei Bogen immer zugleich negativ 
nimmt, durch !Ssin( — a — ß+y+^ + O* Alsdann ist das Product aus 
allen 16 Factoren: 

V. sin(«+ß+y+*+e)2sin(— a+ß+ )2sin(— a— ß+y+ ), 

und dieses, gleich Null gesetzt, wird zur unmittelbaren Ent Wickelung 
der rationalen Gleichung für das Fünfeck dienen. Denn dafs auch sint 
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rational darin Torkonoimey folgt sogleich daraus^ dals die nach sin «^ 

sin ^rational gemachte Gleichung nach a», ß, y, S, t zugleich symnoie«- 
triscb ist 

Es ist nun nicht schwer auf diesem Wege weiter fortzugehen^ und 
die Gleichungen für ungerade Vielecke von noch mehreren Seiten zu 
entwickeln. So wird mit Anwendung der rorigen Bezeichnungsart für 
das Sieheneck die Gleichung sein: 
VIL sin(a + ß + ..., + if)2sin( — a4-ß + ....)Ssin( — « — ß+7*-*-) 

X Ssin(— cp — ß — y + ^+....) = 0, 
wo Ton den drei durch 2 angedeuteten Producten das erste aus 7^ das 
zweite aus 21, das dritte aus 35 Factoren hestehet Dals aber alle diese 
Factoren, und aufser diesen keine anderen nöthig sind^ um sin(a-}~ß"{*****4*'') 
nach sina^ sinß, • . • • sinn rational zu machen , ]äfst sich folgenderge- 
stalt übersehen. 

Zuerst ist klar, dafs, weil sin(a-f-ß + ....+i|) eine symmetrische 
Function von »^ ß, >? ist, auch P nach diesen GröTsen symme- 
trisch sein mufs, wenn wir, der Kurs« willen, durch P=:0 die ratio- 
nalisirte Gleichung vorstellen. 

2) Aus der bei dem Drei- und Fünfeck angewandten Methode erhel- 
let, dafs P ein Product von m Factoren von der Form sin (±a±ßdt..... ±i|) 
sein mufs. 

3) Jeder dieser Factoren an sich ist irrational, giebt aber in Ver- 
bindung mit den jedesmal m — l übrigen das rationale P. 

4) Es ist gewils, dafs sin( — a + ß + .--. + i|) einer der /n Factoren 
ist Mithin kann man P auch, als durch Rationalisirung dieses Factors 
hervorgehend betrachten. Ursprünglich aber entstehet P durch Rationa- 
lisirung von sin (a-|-ß -{-..., + »?)- P wird sich folglich nicht ändern, 
wenn man darin — os für a, und der symmetrischen Form wegen, über- 
haupt irgend ein Element in jedem der /ti Factoren mit dem entgegen- 
gesetzten Zeichen nimmt; d. h. es müssen durch diese Aenderung des 
Zeichens dieselben Factoren, nur in anderer Ordnung, zum Vorschein 
kommen. 

5) Hieraus folgt nun leicht, dafs in den Sinussen sin (±: «dt ß dt....), 
woraus P zusammengesetzt, alle möglichen und absolut verschiedenen 
Combinationen der Bogen a, ß, durch -l" und — - vorkommen müs- 
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8611^ SO wie auch, da£s jeder Sinus auf gleiche Art da sein muls^ d. h. 
jeder entweder in der ersten oder in der zweiten oder dritten etcPotene. 

6) Es reicht aber hin, alle die verschiedenen Sinus, welche man 
Pf 99 O ^ nenne, nur in der ersten Potenz zu nehmen. Denn gesetzt, 
dals durch Vertauschung des a mit — »^ p in ^ und f in p, r in s jund 

^ in r übergehe, so werden, schon die einzelnen Producte pf, rs, 

rationale Functionen von sin«, also auch das ganze pfrs eine ratia^ 

naie Function desselben Sinus sein. Eben so ist klar, dals durch Zei- 
chen -Aenderung des ß von allen den verschiedenen Sinussen /i, ^, r, ^ ..••, 
die eine Hälfte in die andere, und umgekehrt, übergehen muls, und dals 
schon die einzelnen Producte je zweier sich gegenseitig in einander ver» 
wandelnder Sinus nach sinß rational sein müssen. Dasselbe gilt von 
der Rationalität nach sin 7 u. s. w. Folglich wird schon das einfache 

Product pfrs selbst, nicht erst eine habere Potenz desselben, nach 

allen den einzelnen sin«, sinß, , rational sein. 

Da nun in der That die linke Seite Aq^ obigen Gleichung alle Si- 
nus enthält, die an« der Form sin(±a±ß±...,±if) durch alle mög- 
lichen Gombinationen der Vorzeichen entstehen, und auch jeder Sinus 
nicht mehr als einmal vorkommt, so mufs durch diese Gleichung die 

ursprüngliche, sin(a-(~ ^) = 0, und zwar auf die einfachste Weise, 

rational gemacht sein. 

Nach denselben Schlüssen wird allgemein in der rational gemach- 
ten Gleichung für das (2n'^i)Edk auf der einen Seite Null und auf 
der anderen ein Product aus folgenden Factoren stehen: 

1) der Sinus / der Summe aller 2m + iBogen a, ß, y, . . . .} 

2) die im-^lSinuaf welche hervorgehen, wenn man in / einen der 
2m-f-l Bogen negativ nimmt; 

3) die ^±0 ^ Sinus, die aus / erhalten werden, vrenn man 2 Bo- 
gen 2^ugleich negativ nimmt j 

4) aie (2m+l)2m(27ii^-l) g-^^^ ^^^^ ^^^ ^ g^g^^ zugleich nega- 
tiv setzt; u. s. w. 

und endlich die ^ ^ 2 m ^^^^^ ™^* ^ negativen Bogen. 

Die Anzahl aller dieser Sinus ist =2*^* 
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Wir gehen nnnmebr sa den Vielecken ron gerader Seitenzahl fort. 
Sie Eerfallen^ wie oben gezeigt wurde, in zwei Klassen, ron denen wir 
aber nur die ein^ — et sei die erste, — einer umständlicheren Betrach- 
tung zu unterwerfen nöthig haben. 

Für das Viereck der ersten Klasse ist die zu rationalisirende Gleichung 

cos|(«+3+y+*) = O. 
Dieser Cosinus wird, wenn man ffir a, — « + (^/'+ 1) ^80^ substituirf, 
cos[2;i+l)9(r+|(— a + ß. ...)] = — »ini(—«+ß-...)sin(2/> + l)90»; 
femer wird, sinf (^-a + ß*--*) durch die nemliche Substitution 

sin[{(a + ß....)— (^;>+l)9»l = — cos|(a + ß....)sin(2/i + l)9(r; 
mithin wird bei dieser Substitution, weil [sin (2/» -f- ^) ^^]* = ^9 das Pro- 
duct cosi{pt,'{'ß....)s\n\((Z'\'ß....) ungeändert bleiben. Es findet sich 
aber eben so leicht, dals dieses Product sich nicht ändert, wenn man §l 
mit a+ 2/7. 180^ vertauscht, indem dadurch 
cosi(a + ß....) in cos[4(a+ ß) + />.18(y] = cosi(Ä+ß)cosO>.18(y), 
BinK— «+ß....) in sin [i(—*4.fl)_^. 1801 = Mn|(— «+ß)cosOi.l8(r) 

übergeht, und 

[cos(^.180P)]* = 1 ist. 

Es muls folglich 

cos{(a + ß****)*iöi(— « + ß*«'-) 
nach sin« rational sein, so wie es auch inderThat =4sin(ß....) — ^^a 
ist. Da nun ebenso, wenn man — a für a setet, auch cos7( — a + ß*--0 
X sini(«H^ß*«»0 nach sin a rational sein muls, so entspringt daraus 
die Regel, dafs, um cos oder sin^(os-f-ß**«0 i^^ch sin« rational zu ma- 
chen, man darin sin oder cosJ( — a-j-ß....) multipliciren muls. 

Die nach sinos rationalisirte Gleichung für das Viereck ist daher: 
cos|(a+ß + y + J)8in4(-« + ß+y+5) = 0. 
Um sie nach sinß rational zu machen, wird in sie nach jener Regel 

sinj(a— ß + y + (y)cosJ(— « — ß + y + J) 
zu multipliciren sein. In dieses, jetzt aus vier Facto ren bestehende Pro- 
duct multiplicire man 

8in|(«+ß— y+5)cosK-a+ß— y+S)cosi(a-ß— y+^sini(— «-ß-7+i^), 
um es nach siny rational zumachen. Hiernach ist die nach sin«, sinß, 
siny rationalisirte Gleichung des Vierecks: 
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IV = JXC0s4(-«+ß-y+Ä)C08|(— Ä + ß+y-^ 

XfiinK— «+ß+y+*)sini(«— ß+y+^) 
X5inJ(«+ß— y + *)8m4(« + ß + y— 3). 
Da aber co8j(— a — ß^y^^) es cos4(« + ß — y— ^ etc., «o leuchtet 
ein, daHs diese Gleichung nach », ß, y, ^ symmetrisch, mithin auch 
nach sin ^ rational, folglich die gesuchte Gleichung ist 

Hieraus läfst sich endlich die Gleichung zwischen r, a, b, c, d etwa 
auf folgende Weise am kürzesten ableiten. ' Multiplicirt man je zwei 
unter einander geschriebener Factoren, so kommt : 

[sina — sin (ß -f- y + ^] [sin Ä + «iö ( — ß + 7 + ^] 
X [sin« + sin(ß— y+Ä)][sin« + sin(ß + y— *)] = 0, 
welche vier Factoren man der Reihe nach /, ^, h, i «ietze. Man hat 
weiter:« 

fg^zsincL^ — 2sinasinßcos(y + S) — icos2ß-f-f cor 
hi^=isiiiO(?'\'Q,siTiOL2\nßQOs(y — S) — Icosdß+ffCOS 

Man setze nun einstweiloi^ r«-»i und hiernach sinassa, 

« 

so wird 

cos(y±^ = cosycosJ^'^c 
*cos2ß = 1 — 2Ä% 
cos2(y±5) sas (l— 2c")(l— 2^^Plferfcosycos5', 
und hiernach: ^-^r ;^ 

fg ?=s a* + 6* — €* — ^^*&^+*^*^^ — 2(cÄ + cd)cosycosJ, 
hi = a*-[-&* — ^^S^^i^i/j/f^ 
folglich: 

= (a»+Ä»— c»— ip)*+ .4cd (öi+crf) (ö*+ Ä»— tf»— d*) — k (öÄ+crf)« (i_c*— rf«) 
und wenn man^ttzt^ noch r hinzufügt, so dafs alle Glieder einerlei Di- 
mension erhallt: 
[k{ab^cdf^{a^+b^^c^—d'f^f^^k{ab'\'Cd)[^ 

welche Gleichung sich ohne Schwierigkeit auf die bekannte Form brin- 
gen läfst: 

= i^{ab\'cd)(ac'\'bd){ad'\-bc)i 
Bedeuten a, 6, Cy d nicht, wie oben angenommen wurde, die halben, 
sondern die ganzen Seiten, so fallt der Factor 4 weg* 
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Um jetzt die rationale Gleichung für das Sechseck und die höheren 
geraden Vieleke überhaupt zu finden^ wird es genug sein^ zu überlegen 

1) dals diese Gleichung nach allen den darin vorkommenden 2 m Bo- 
gen (wenn 2 m die Seitenzahl ist) symmetrisch sein mufs ; 

2) dafs, indem man in cosKa-f-ß + y ) nach und nach einen, 

zwei, drei Bogen etc. negativ nimmt, der cosinus in sinus, hierauf wie- 
der in Cosinus und so fort, abwechselnd, zu verwandeln ist, wie dies 
unmittelbar aus obiger Regel folgt: dals man also überhaupt cos oder 
sin vorzusetzen hat, nachdem die Anzahl der negativen Bogen, und folg- 
lich auch der positiven (weil die Anzahl aller = 2m), gerade oder un- 
gerade ist} 

3) dafs höchstens nur m Bogen negativ zu nehmen sind, indem die 
cosinus oder siniis bei m^n negativen Bogen mit den cos. oder sin. 
bei m — n negativen, die Cosinus ganz, die Sinus doch ihrem absoluten 
Werth nach, identisch sind) 

4) dals jHi aus eben dem^Grunde von den Factoren mit m negati- 
ven Bogen Wt die eine Hälfte beizubehalten Jiat^.z. B. alle diejenigen, 
worin a negativ vorkommt, wie in IV. 

Nach diesen Betrachtim|||p: Wird die rationalisirte, Gleichung fUr 
das Sechseck sein: J(Hp 

VI. Äosf (a + ß + y + ^+f + ö 
X sini(— a + ß.... + ösini(«— ß-f-y-|-..;.4.^...,sini(a.... + «— ö 
X cost(— a--ß+y....+Ocosi(— a+ß-^jfc^ 

X sin |(-«-ß— 7+*+^+ö 8|nl||ppß+ff ^--f-^. 

Die Anzahl sämmtlicher Factoren ist 

Daus aber dieses Produet nach allen sinu, sinß, . • . «-iifi^ rational ist, 
ergiebt sich leicht daraus, dafs für jeden dieser Sinus je 2. Factoren zu- 
sammengehören, die ein nach demselben rationales Produet mit einander 
bilden. So gehört z. B. nach sin ^ zu dem Factor sinf( — a — ß — y-|-^-^f^^ 
der Factor cosi(— a— ß— y— ^+h-|-^) = cosf (a-f-ß-j-y + J^— e— .^ 
und umgekehrt zu letzterem der erstere, indem ihr Produet 

= -isin^" — f sin(«-|-ß + y — ^ — ^^^' 
Auf gleiche Art wird überhaupt die rationalisirte Gleichung für 
das 2/71 Eck der ersten Klasse sein: 
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o«cb8j(a+ß4'«'O^Mn|(--^«+|3+<'''O®^o8i{-i^»^0'+y^..';i^^ 

und so fort, bu str dem Product aas allen deil Cosinusseh (^enn m fe- 
rade), oder Sinussen (wenn m ungeradio)^ bei Welchen -fiebst einem und' 
demselben Bogen 9 z^B. a, noch m — i anderd n^gatit/ die 773 übrigen 

aber positiv sind. . '. 

Die Anzahl sämintticher Factoren ist: ' 

1 -Lo^ J_2m(2m— 1) , 2mY2m— l)(2m— 2) , 

1 + 2/» + 172—+ ^ 1.2.3 ^ + -'- 

, : , 2m.(2m— l)..,y(m+ l) _ .^^ 

-t- ,r. i--p^ -^. _ 2 . 

Was die geraden Vielecke der «weiten Klasse anbelangt, so hat die hier- 
bei rational cu machende Gleichung die Form: 

, sinf(Ä+ß+y + ....) = 0- 
Nach der oben gegebenen Regel wird diese Gleichung nach sin « ratio- 
nai gemacht^^ wenn man sie mit cos i( — « -|- ß + * * * ^ultiplicirt, und 
dieses nach sin« rationale Product wird au<)h nach sinß rational wer- 
den, wenn man §3 mit 00» f(«: — ß+y**..) «ini( — ^^ — ß + ....)»«nuUi* 
plicirt etc. JDie rationalisirte Gleichung eines geraden Vielecks der 2ten 
Klasse erhält man also unmittelbar aus der Gleichung desselben Vielecks 
der ersten Glasse^ wenn man in letzterer Gleichung die Wörter sinu» 
und Cosinus mit einander verwechselt. So wird z. B. die rational ge- 
machte Cloicbung für das Viereck d^r zweiten Klasse sein: 

^ain 4(Ä+ß+y+J) sin |(-.«-H3+y+(J) sin i (—a+ß— y+ J) 

VI* o=:b^ Xaini(^+ß+y-Ä), 

cos 4 (— «+ß+y +^) cos i (a^ß+y + ^) cos i («+ß— y+tf) 

X cosJ(a+ß+y— ^). 

Hier ist also bei den Cosinussen die Anzahl der negativen Bogen 
ungerade und bei den Sinussen gerade, währepd dafs bei der ersten Klasse 
das Gegentheil Statt fand. Daraus ergiebt sich ferner, dafs IV., in IV*., 
VI. in VI*, etc., und umgekehrt, auch dann sich verwandelt, wenn man 
irgend einen der 2 m Bogen, z.JB; oe^«oder auch irgend drei, fünf etc. Bo 
gen negativ nimmt, dafs aber die Gleichungen IV., VI. etc. sowohl als 
IV*«, VI*, etc. unverändert bleiben, wenn man irgend eine gerade An-' 
zahl der 2 m Bogen mit dem eiltgegengesetzten Zeichen nimmt. E^ wird 
folglich auch die daraus ^bgdeitete Gleichung zwischen /*, a, 6, c...« 
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eines geraden Vielecks der einen Klasse in die Gleichung des der an- 
deren Klasse zugehörigen Vielecks sich rerwandeln^ oder sich nicht än- 
dern ^ je nachdem man einer ungeraden oder geraden Anzahl der Sei- 
ten entgegengesetzte Werthe giebt« 

Die Gleichung zwischen r, ä^ b .... für das Viereck der zweiten 
Klasse wird daher sein: 
(a + i-f.c-l-d)(— a — 6-|-c-|-rf)(— ö + A— c-f-rf)(— ii + A-|-c--rf)r» 

zsi —k(flb^cd)lac—bd)(ad—bc). 
Diese Gleichung ^ so wie die vorige lur daa Viereck der ersten Klasse^ 
besitzen demnach die Eigenschaft, dafs die eine in die andere überge- 
het^ wenn man irgend eine der rier GröCsen negativ nimmt , dafs also 
jede derselben für sich auf gleiche Art sich ändert, man mag a in —Oy 
oder 6 in — b etc. verwaindeln, und dabei in ieta ersten Zustande so- 
wohl, als in dem geänderten, nach o, i, Cy d symmetrisch ist. Wir schlie- 
Isen hieraus, dals jede der beiden Gleichungen, in einzelne Glieder auf- 
gelöset, a^fiser symmetrischen Functionen vor a% £*, c^, <^, als welche 
bei jedem Zeichen wech9el de» Elemente a, 2, • . . . dieselben bleiben, noch 
das Product a&^cf .enthalten werde, welches die Stnfaelute symmetrische 
Function von a, 5, ^, d ist, die sich bei dem Zeichenwechsel eines jeden 
ihrer vier Elemente auf gleiche Art ändert. Und in derThat lassen sich 
die Gleichungen IV. und IV*. in folgender Form darstelTen: 

wo das obere Zeichen für die erste > das untere für die zweite Klasse 
gilt Auf ähnliche Art wird die Gleichung für das Sechseck aus sym- 
metrischen Functionen von o% b^....f* und aus dem Producte abcdef 
zusammengesetzt sein, u. s.. w» 

Die Gleichungen für ungerade Vielecke dagegen enthalten nuKsym- 
metri^he Functionen von a\ b\ c' . » . » und bleiben daher bei jedem 
Zeichen Wechsel ihrer Elemente unverändert. 

Noch kann man bemerken, dafs die zwei rationalisirten Gleichun- 
gen der ersten und zweiten Klasse eines geraden Vielecks, ixk einander 
multiplicirt,. ein Product geben,, welches die Form der rationijisirten Glei* 
ehung eines» ungeraden Vielecks hat, nemlich r 

eosi((x-|-ß-{^...»)2sin7( — Ä + ß-|-... .).... 
X«ini(«-f ß-f---0Scos|C---Ä-|-ß4-....) ss: 0^ 
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^neriei mit 

- ■ r sin(« + ß + ... .)S«in( — a + ß + •• • • • • • = Oj 

und Aaüy wenn man auch bei einem ungeraden Vielecke ah rational tu 
machende Gleichung eine Gleichung ron derselben Form^ wie bei gera- 
den Vielecken^ zum Grunde legen wollte^ man dennoch sbu derselben ra- 
tionalisirten Gleichung wie varhin, gelangen würde. Setzte man z. B. 
fiir das Dreieck die Gleichung cos 1(« + ß + y) = 0, so miifste n^an sie, 
um sie nach sin 6( rational «u machen^ mit sini( — f& + ß + y)> und we- 
gen sin ß noch mit sin i (a — ß -f- y) cos i ( — a — ß + y) mulliplicireiu 
Dieses Product ist aber noch nicht nach siny rational, sondern wird es 
erst durch MuIUpIication mit 

sin|(« + ß — y)cosi(— öp+ß — y)cosi(a^-ß — 7)sini( — « — ß-*-7)> 
wodurch man auf die obige Gleichung III« zurück kommt. 

Das Bisherige wird genug sein» um zu sehen, wie man aus der 
Seitenzahl irgend eines in einen Kreis zu beschreibenden Vielecks die 
Gleichung zwischen den Seiten und dem Halbmesser des Kreises finden 
könne, zugleich aber auch um einzusohon, dab diese Gleichungen, die 
bereits entwickelten für das Dreieck und Viereck ausgenommen^ schon 
vom Fünfeck an sehr zusammengesetzt sein müssen. Ohne daher im 
Gegenwärtigen diese Entwicklung selbst vorzunehmen , will ich jetzt 
nur die hierbei gewifs noch am meisten interessirende Frage zu beant«. 
werten suchen , bis auf welchen Grad eine solche, nach den Potenzen 
von r geordnete Gleichung steige, wie viel also verschiedene Kreise exi- 
stiren, in denen aus einer gegebenen Anzah) von Seiten ein Vieleck zu- 
sammengesetzt w^erden kann. 

Weil in der Gleichung zwischen r, a, 6, c .... nur die Quadrate 
von a, &••••, und bei geraden Vielecken noch das Product aus allen Sei- 
ten vorkommen, so ersieht man zuerst, dafs die Gleichung nur gerade 
Potenzen von r enthalten könne, und dafs sie mithin, nach ihnen geord- 
net, von der Form sein werde: 

0) O = ^ + B^« + C^♦^ +P/^, 

wo ^, B, C... rationale, ganze, symmetrische Functionen von o*, 6*.... 
(und abc....) sind, und /i eine ganze, von der Seitenzahl m abhängige, 
jietzt eben zu bestimmende Zahl ist. Diese Gleichung läfst sich nemlich 
in /»Pactoren von der Form f^ — f auflösen^ deren jeder, wenn ande^ ^ 
eine mögliche und positive Gröfse ist, einen besonderen Kreis, dessen 

3* 
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Halbmesser == ± /*^, zu erkennen giebt, in welchen das Vieleck be^ 
schrieben werden kapn. Das Doppelzeichen +, woudit hiernach jeder 
Halbmesser behaftet erscheint, rührt daher^ da£i die ^Richtung des.Htib« 
messers, nach welcher er als positiv oder negativ bestiihnat wird, .hier- 
bei nicht in Betracht ko/nmen kann. 

Um nun den Grad der Gleichung, oder 2p für ein gegebenes m asü 
bestimmen, wird es hinreichen^ das erste tmd letzte Glied der Gleichung 
JBU entwickelii, worauf dann der Unterschied zwischen den Dimensiohen 
4ieser Glieder dem gesuchten 2p gleich sein wird. Um die dabei ah- 
umwendende Methode zuerst am Dreieck darzulegen, so ist in der rat io-^ 
nalisirten Gleichung III. der erste Factor des == gesetzten PröduCtst 
si« (a + ß + y), den man jetzt unter folgender Form darstelle: 

^ [cofi («4-ß+y) + ''sin («4-ß+y)] — 2^ tco8 («-j.ß+y) — 'ain («+ß+y)] 

1 

1 

— . ^X^OSÄ — /sin«)(cosß — /sin^)-(cos^ — isiny) = a> 

wo I «= V* — '1 irt; und auf gleiche Weise 

8in(— flt+ß + y) = b = Yi^^^^^ — /sin«) (cosß + /sinß) (cosy + zsiny) 

1 
^(ces« + /$ina)(€os0 — isinß)(cosy — isiny) u. 5. w» 

Es ist aber^ wenn man einstweilen r=sl nimmt: 

cosa + /sina = /"(l — a^±.ia, ^ 

cosß±/8inß = /*(! — Ä*)±/Ä etc. 
Substituirt man diese Ausdrücke in a, b...., so werden sich in dem 
Producte abcb die Wurzelzeichen gegenseitig vernichten, und dieses Pro- 
duct =0 gesetzt, und mit Hinzufiigung der Potenzen von r die Dimen- 
sionen überall gleich gemacht^ wird die gesuchte Gleichung für das Drei- 
eck erhalten werden. 

Zu demselben Resultate wird man nothwendig auch gelangen, wenn 
man statt der Wurzelgröfien /"(l — ö*) etc., ihre Entwickelungen in un- 
endliche Reihen: 1 — i^^ — • • • • etc. substituirt. Zugleich aber bietien 
diese, nach aufsteigenden Potenzen von a^ • • . . geordneten Entwickelun- 
gen ein einfaches Mittel dar, um von der Gleichung abc^ = das Glied 
von der niedrigsten Dimension separat darzustellen, dadurch i^emlich, 
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dafs man von jeder Reihe ebenfalls nur das niedrigste Glied ^welobei 
überall = l i^t^ beibehält HierduHsh wird 

oösa±^siTia= l + ii», 6W. und 

und wenn man diese Prodncte entwickelt ^ und dabei gleichfalls nur die 
niedrigste Dimension von . a^ by c stehen läist : 

a = a + Ä + c, und eben so 6= — a -^ b-j;- c u. 8. w., 
folgliöh 'das niedrigste Glied in abc^> =^ 

So wie das niedrigste Glied durch Auflosung der WurzelgroTsen /*(!— ö") 

etc. in Reihen 9 nach aufsteigenden Potenzen von ä, erhalten 

wurde 9 eben so wird sich das Glied ergeben^ welches die höchsten Di- 
mensionen Ton a, b, c in sich falst^ wenn man die Wurzelgröfsen nach 
absteigenden Potenzen entwickelt^ und von diesen Reihen gleichfalls nur 
den Anfang beibehält. Alsdann ist 

folglich 



/"(l — ö*) + io ?=5 2ia, 

/"(l— O — IC = — s~ = x^ u. s. w., und 

^ ' 2a 2ia ' 

1 1111 

^i^ Zt 2ia 2ib 2ic ^ 

weil das zweite Glieds wo a^ by c im Nenner Torkommen^ g^g^i^ ^^^ 
erste wegzulassen ist Aus eben dem Grunde hat man 

2x 2ia 2i 2ib 2ic a ' 



""" b ^ """ c ' 

folglich dks höchste Glied in a6cl)=i: — 4afir.^.^.^ =— 4a*6*c\ 

Da dieses nur um zwei Dimensionen höher als das niedrigste ist, 
so ist di«. Gleichung seihst nur vom zweiten Grade, hat folglich keint 
Mittelglieder, und ist nach Hinzufiigung von r"; 

(c + Ä + c)(— a + Ä + c)(a— Ä + (?)(«+*— c)/* — 4o*iV = o, 

wie schon oben gefunden wurde. 

Auf ähnliche Art lassen sich auch die Gleichungen för das Fünfeck 
und die ungeraden Vielecke mit noch mehreren Seiten behandeln. Ueber- 
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haupt nemlich wird von 

sin (± » + ß ± y • . . .)f 
nach aufsteigenden Potencen von a, b^ c entwickelt ^ das erste oder nie^ 

drigste Glied = + a ± i ± c. • . • sein. Entwickelt man aber denselben 
Sinus nach absteigenden Potencen^ so ist das erste und also höchste Glied 

= ^ |i(2/a)** (2/Ä)*» (2;c?)** .... oder 

li(2iaf^ i^ib)^' (a/c)^* • • • • 
nachdem die Dimension des einen oder des anderen Ausdrucks positiv 
ist} wobei sich^ weil die Anzahl von a, b, c... imgerade ist, die / im- 
mer gegenseitig aufheben werden. 

Bei dem Fünfeck ist demnach von, 
sin(«+0+y+J+f)Ssin(— «H-ß + ....)Ssin(— «— ß+7+....) 
i^s niedrigste Glied ^ in der Gleichung (@}| s 

und dessen Dimension = i -|- 5 -[- p-^ = l6} für das höchste Glied A 

hat man 

sin(a + ß + = — ii • 2ia . 2/4 • 2ic.^id.aie=:i6ab€deg 

sin(— Ä4-ß+ ... . •) = — |/(2/c)~J. 2ib .aic.2/rf.2i>= 



ibcde 

a ' 
cde 
Tb' 



ß\n{—cc — ß + 'i + ....)=^—ii(^iayK{2iby\2i€.2id.2iez 
folglich A selbst ^ 

5 4 
und dessen Dimension =:5.1-[~3.5-|-l*r-2' ^^^^ jeder der 5 unter dem 

ersten 2 begriffenen Factoren von der dritten ^ und jeder der 10 Facto- 
ren unter dem sweitenSvon der ersten Dimension ist; folglich derUn- ^ 
terschied der Dimensionen zwischen ^undP, oder 2/?==: 5^-1 + (3 — 1)5 
= 4 + 2.5 und /> = 24- 1.5 = 7; d.h. die Gleichung fifr das Fünfeck 
ist nach r* vom siebenten Grade. Sind daher alle 7 Wurzeln dieser 
Gleichung möglich^ so giebt es sieben (im Allgemeinen) verschiedene 
Kreise^ in welche sich mit den gegebenen fünf Seiten ein Fünfeck zeich- 
nen läfst. 
Weil 
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tind 

80 ist das höchste Glied, entwickelt = — k^cfib^c^d^e^i mithin das Pro- 
daot aas den Quadraten aller 7 Han>mes8er 

(a-|-....e)2^( — a-|-6-|-... .)£{ — o — i-|-....)^ 

folglich, wenn a, b, . • • . nicht die halben, sondern die ganzen Seiten 
selbst hedeuten : 

V-/^ • ^ a^ b^ • • • m e* , 

rr .U.r ■-vn[(a+6+....+e)2:(— a+6+....4.e)2:(— a— 6+c+d+e)]* 

' Um ein einfaches Beispiel zu geben, wie sich mit denselben fünf 
Seiten in sieben verschiedene Kreise Fünfecke beschreiben lassen, so 
wolletn wir zuerst alle fünf Seiten einander gleich annehmen. Alsdann 
reduciren sich die sieben verschiedenen Kreise auf drei, indem fünf der- 
selben einander gleich werden. Das in den grölsten derselben (Fig. 6.) 
einzuschreibende Fünfeck ist das gewöhnliche regulair^ das Fünfeck in 
dem kleinsten derselben (Fig. 8.) ist das unter dem Namen des j^talpha 
bekannte. Das Fünfeck in dem mittlere^ Kreise (Fig. 7.) bailPie Ge- 
stalt eines regulairen Dreiecks, indeni hier drei auf einander folgende 
Seiten, z. B. BCy CD, DE, in einander fallezu Iiass»n wir nun jede der 
fünf Seiten um beliebige kleine Grefsen Verkicifi&il oder vergröfsert wer- 
den , so werden (Fig. 6. und 8») ihre Gestalt nimHHresentlich ändern i in 
(Fig. 7.) aber werden die drei zusanlpMUiliUlenden Seiten etwas aus einan- 
der gehen, und dadurch Figurlb;^ wi» (9., 10. und 11.) bilden. Da nun 
die mittelste der drei vörh^ in ^'^'NMjK''^^ fallenden Seiten, jede der fünf 
Seiten sein kann, so entstehen aus (F^7.) fünf verschiedene Fünfecke und 
eben so viel^ wenn txiovwt wenig, von einander verschiedene Kreise. 

Man siehe! aus ueser für das Fünfeck angestellten Untersuchung, 
dals überhaupt aus .]mmki, in der rationalisirten trigonometrischen Glei- 
chung als Factor vorkommenden Sinus, sin (±a±ß±y.... ) für das Glied 
P in der nach Potenzen von r^ geordneten Gfeichung © ein Factor von 
der ersten Dioiensien (±a±A±»...^.), für das Glied A aber ein Factor 
von der Dimension / — g erwächst, wenn von allen den in sin(±«±ß ...•) 
vorkomhnenden Bogen, / derselben einerler Zeichen, die g übrigen das^ 
entgegengesetzte haben, und / die grölsereZahl ist^ dafs mithin die Dif- 
ferenz der Dimensionen votkA und P, ^==Zpy wegen jedes siu(±a±....^ 



einen ZuwacL» von / — ^ — l, und also iivegen jedes 2sin(±ad: ) 

einen Zuwachs von n{/ — g-^l) Einheiten erhält, wenn die Ansahl der 
unter S enthaltenen , in einander zu multiplicirenden Sinusse =/t ist. 

Wenden wir dieses auf das Siebeneck an, dessen rationalistrte 
Gleichung . 

sin(a+*—+^)Ssin(-^-«+....)Ssin( — « — ß+—')2sin( — a — ß— y+**-) =i Ot 
ist, so haben wir für sin(a + .... + i|), /=7, ^.s=:0} für das Iste S, 

7 ß 

/— ^ =5, /i = 7 j für das zweite S, / — ^= 3, nzss j^j für das 3to^, 

/ — ^= 1, /ic=s ^'^^^ , also / — ^— 1 der Reihe nach .= 6, 4,i2, 0, 
und daher 

a^ = 6.1 +4.7 + 2.^, 

;, = 3.1 + 2.7+1.^= 38, 

und es kann folglich acht und drei fs ig yerschiedene Kreise geben, 
in welob« sich mit denselben gegebenen sieben Seiten Siebenecke be- 
schreibeV^lassen. 

Eben so ist nun avch im Allgemeinen bei dem {2m-\'i) Eck 
für 8in(« + ß+....)....fcf~l = am, n = 1, 

für das Iste 2 . . . 'jflPK* • • ss 2m -»S, .,..=? 2/72 4*1» 

- - 2teS ^m,-4, ....«^idh^S«^ 

- - vorletzte S =». ^ . . . . « Em-^Jm^^^j« 4^ 

- letzte S = 

und hiermit, wenn man von/ — g- — 1 die halb«n . Werthe nimmt: 

;, « m . 1 + (m^l)(2m+l)+ (m--a)?J5±^+ («--3) ?2±i^^^ 

^- 1.2 . m-1- 

Dieser Reihen -Ausdruck für p labt sich aber leicht in einen geschlos- 
senen verwandeln. Man hat: 

~(2m+i)[i + 2m+^^g^^....+^^f"-^)— ;+g. 

Weil 



g^. : 1 . 2 n.:ri' 
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Weil nun 

1+(2IW + 1) + ^ (2m + l)....(m+3) _^ (2m + l)....(»t+ 2)^^,^ 

und 

T I om I ^^>^^— ^ I , 2m....m+3 j 2m....7n+ 2 , ^ 2m....m+l o««-» 

i-f-2mi- j 2 +••••+!. ...m-2^^r:r7;;iiii+^-T7rr7;r—^ ' 

80 wird 

welches sich ohne Weiteres auf 

2m4-l 2yyt,2m — 1 yn4-2.m4-l ^m-i 

'^ "" 2 •1.2 m — l.m ""^ 

reducirt. Hiernach ist also der Grad der nach r* geordneten Gleichung 
für das Dreieck. • . = -^-^y — ** =^ h 
• • Fünfeck. . . = -|.p| — 2^ = 7, 

- Siebeneck. . -■ T * f7273 "" *^ ^^ ^^* 

- Neuneck . . = Y' l 2 34 — *' '^ ^^' 

. . EUf.ck r- f.lt'd -<'' = ^*' 

- Dreizehneck ^'^ "o"' l ' 2 3 4 5 6 — *" ^^ 3958, 

u. s. W.9 welche Zahlen, wie man sieht, so schnell wachsen, dafs mit 
der Formel für das Dreizehneck ein schon ziemlich starkes Buch aus- 
gefüllt werden könnte. Es lassen sich diese Zahlen auch noch sehr ein- 
fach auf recurrirende Weise darstellen. Es besteht nemlich der Aus- 
druck für p aus zwei Theilen: einem Binomial*CoefBcienten und einer 
Potenz von 2. Ebenso ist für das (2m — i)Eck: 

— ^^ — ^ 2ift — 2.2711 — 3 711 "f^l. m (y9m^ 

P^ "" ""2 ' 1 . 2 m— 2.in— 1 ^ ' 

Eliminirt man nun aus den Ausdrücken für p und p^ das eine Mal die 
Binomial-Coefßcienten und das andere Mal die Potenzen der 2, so erhält 
man folgende zwei recurrirende Bestimmungen: 

- ■ «N ^OM— A M 2711— — 1. 2771 — 2 Tll-t-l 

wonach 

Grelle s Jonnuil. m. Bd. 1. Hft 4 
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7 = 1(10.1 +4) = 4.1 +3, 

38 = 1(14.7 +4«) = 4.7 +^, 
' 187 = 1(18.38 +4^) = 4.38 +of|» 

874 = 1(22.187+4*) = 4.187 + |^-^, u. s. w. 

Noch fliefst hieraus, däfs p:/>, >>4:1, d.h. dals jede folgende Zahl.grö- 
fser als das Vierfache der vorhergehenden ist In der That sind die Ex- 
ponenten des Verhältnisses p'Pxy der Reihe nach: 

^ = 7, si=5|, W = 4.||, li^=4.f|f, ^ = 4i|^ etc. 

Auch läfst sich zeigen, dals diese Ueberschüsse der Exponenten über 4 
immer kleiner und über jede angebbare Grenze kleiner werden, je wei- 
ter man in der Reihe fortgehet 

Was nunmehr den Grad der Gleichung fiir ein gerades Vieleck 
betrifft, so ist zuerst einleuchtend, dafs die Gleichungen für das 2 m Eck 
der einen und anderen Klasse von gleichem Grade sein müssen, indem 
jede dieser zwei Gleichungen in die andere durch blofse Veränderung 
des Vorzeichens irgend eines der Elemente übergehet. Sodann läßt sich 
zeigen, dafs diese zwei Gleichungen für das 2 m Eck von demselben Grade, 
als die Gleichung für das nächst niedrigere ungerade {^m — l) Eck, sind. 

Um diesen Satz zuerst an der Gleichung für das Viereck zu er- 
läutern, so ist die Gleichung IV., wenn man darin den Sinus des letzten 
Bogens 8 schon rational darstellt: 

= [sin(a + ß + y)— sini] rsin(-.Ä+ß + y) + sin^ 
X [sin(a— ß + y) + sin(y] [sin(a + ß— y) + sin5^J. 
Von der hieraus abzuleitenden rationalen Gleichung zwischen a^ b, c, d 
wollen wir nuny eben so wie vorhin, das Glied von der niedrigsten und 
das von der höchsten Dimension zu bestimmen suchen. Zu diesem Zweck 
wird in beiden Fällen für sin S nur d zu substituiren sein. Dagegen 
wird man die übrigen Sinus sin(±a + • •• O^ ^^^ oben beim Dreieck, 
das eine Mal nach aufsteigenden , das andere Mal nach absteigenden Po- 
tenzen von Oy b, c zu entwickeln, und von beiden Entwickelungen nur 
die Anfangsglieder beizubehalten haben. Substituirt man daher die beim 
Dreieck für diese Glieder gefundenen Werthe, so ergiebt sich in der 
Gleichung des Vierecks das Glied von der niedrigsten Dimension 
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und das Glied von der höchsten: 

= (-*« i'-O (t + '') (t + ")(¥ + ")' 
welches sich^ wenn man im^ ersten Factor das einfache d gegen das 
Product abc, wie erforderlich^ wegläfst^ auf 

— 4(Ac -f cd) (ac + irf) (aA + crf) 
reducirt Da nun letzteres Glied nur um zwei Dimensionen höher als 
das erstere ist, und die Gleichungen für die geraden sowohl als ungera- 
den Vielecke nur gerade Potenzen von r enthalten können, so wird letz- 
teres Glied, mit Hinzufügung des ersteren, durch r" noch multiplicirten 
Gliedes, =: O gesetzt , die Gleichung fiir das Viereck sein ; vollkommen 
so, wie sie bereits oben auf anderem Wege gefunden wurde. 

Wenden wir dieselbe Verfahrungs-Art auf die Gleichung VI. für 
das Sechseck der ersten Klasse an, so verwandelt sich das darin = O 
gesetzte Product von 32 Factoren, wenn man dasselbe nach dem Sinus 
des letzten Bogens ^ rational darstellt, und deshalb je einen Sinus mit 
einem Cosinus multiplicirt, in ein Product aus 16 Factoren von der Form 
sin(±Ä±ßd:.«..±«)i^ioC> wobei sin ^ des Vorzeichen + oder — 
erhält, nachdem in sin(±a±....) die Anzahl der positiven Bogen, 
die ich immer grölser annehme als die Anzahl der negativen, gerade 
oder ungerade ist. Zu demselben Producte wird man daher auch gelan* 
gen, wenn man in der rational gemachten Gleichung V. für das Fünfeck, 
zu jedem der 16 Sinusfactoren noch sin ^ mit + oder — -- nach der eben 
gegebenen Vorschrift hinzufügt, so dafs sich die Gleichung VI. auch 
unter folgender Form darstellen läfst: 

[sitt(«+ß + ---* + — «in^]S[sin(— a + ß + ....) + sin^] 
S[sin( — a — ß + 7 + ....) — sin^] = O. 

Denn man sieht leicht, dafs die zwei Factoren von der Form: 

cosi(±a - . . . ±^ und 
sin4(±« . . • . ±^, 

in welche jeder dieser 16 Factoren aufgelöst werden kann, unter den 32 
Factoren von VI« vorkommen müssen, so wie auch, dafs man unter den 
32 aus dieser Auflösung entstehenden Factoren keine zwei einander gleich 
bekommt. 

4« 
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Inficm man nun die Gleichung VI. in ihrer gegenwärtigen Form, 
eben so wie im Vorigen die Gleichung V. zur Erforschung des Grades 
der Gleichung für das Sechseck anwendet, so- wird offenbar durch das 
Hinzutreten von sin^, wofür man jetzt / zu setzen hat, die Dimension 
des ersten Gliedes in der Entwicklung yon sin(±:a ±. .. .)> sei es nach 
aufsteigenden oder absteigenden Potenzen von a, b^ c • • • ., nicht geän- 
dert. Ist nemlich in dem einen, wie in dem anderen Falle dieses erste 
Glied von sin (± a ± . • . •) nur von der ersten Dimension, so wird man 
±/> wreil es dieselbe Dimension hat, hinzusetzen müssen. Gehört aber 
das Glied einer höheren Dimension an, so fallt / gegen dasselbe weg. 
Es mufs folglich auch in der Entwicklung des ganzen Products für das 
Sechseck die niedrigste und höchste Dimension mit der niedrigsten und 
höchsten Dimension des Ausdrucks, welcher aus der Entwicklung des 
Products für das Fünfeck entspringt, einerlei sein, und es wird folglich 
auch in der Gleichung für das Sechseck r* zu demselben Grad, als in 
der Gleichung für das Fünfeck, steigen. 

Von den beiden äufsersten Gliedern in der Gleichung für das 
Sechseck der ersten Klasse findet sich auf diese Weise das eine: 

wo das erste 2 sechs Factoren in sich fafst, die Anzahl der Factoren 
beim zweiten 2» wo drei Elemente, und darunter, immer ein und das- 

6.4 6 6 4 

selbe, hier /, negativ zu nehmen sind, ist = ^2 =1* i o 3 ^^ ^^* ^^^ 

andere äufserste Glied ist: 

^ — T*(cde—abf){bde—acf)(bce'^adf)(bcd—aef)(ade—bcf) 
y {Qce—bdf)(aed—bef)(abe^cdf)(abd^cef)(abc—d€f), 
wo / immer in dem negativen Theile jedes Factors vorkommt, so wie 
in dem zweiten 2 des ersteren Gliedes / immer negativ zu nehmen war. 
Man sieht aber bald, dals sich weder das eine noch das andere Glied 
ändert, wenn man statt / irgend ein anderes der 6 Elemente dieser Be- 
dingung unterwirft, dafs mithin beide Glieder nach allen 6 Elementen, 
wie gehörig, symmetrisch sind. 

Die Gleichung für das Sechseck der ersten und folglich auch der 
zweiten Klasse ist daher nach r^, eben so wie die Gleichung für das 
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Fünfeck y vom Tten Grade j und eß können mithin unter der Voraus- 
5etjmng> dals alle Wurzeln möglich und rerschieden von einander sind^ 
mit den sechs gegebenen Seiten in 14 verschiedene Kreise Sechsecke ge- 
zeichnet werden, von denen die eine Hälfte der einen, die andere der 
anderen Klasse angehöret. 

Auf eben die Art wird nun auch jede der beiden Gleichungen für 
das Achteck mit der Gleichung für das Siebeneck von einerlei Grade, 
vom 38sten, sein, u. s. w. bei noch mehrseitigeren geraden Vielecken. 
Denn eben so, wie vorhin aus der trigonometrischen Qleichung für das 
Fünfeck die trigonometrische Gleichung des Sechseks durch blofses An- 
fügen von dbsin^ cu den einzelnen Factoren der ersteren Gleichung ab- 
geleitet wurde, und durch dieses Anfügen die Dimensionen der beiden 
aulsersten Glieder |in der Gleichung des Fünfecks nicht Verändert wur- 
den, so wird man denselben Schluls auch von jedem anderen ungera- 
den Vieleck auf das nächstfolgende gerade machen können. 

Wir kommen nunmehr zu dem letzten Theile unserer Untersuchung, 
zu der Bestimmung der Fläch«) eines in einen Kreis beschriebenen Viel- 
ecks aus den gegebenen Seiten. Man denke sich aus dem Mittelpuncte 
des Kreises nach allen Spitzen des Vielecks - Radien gezogen^ so wird 
dadurch die Fläche des Vielecks in eben so viele gleichschenklige Drei- 
ecke .zerlegt, welche den Mittelpunct des Kreises zur gemeinschalfUichen 
Spitze und die Seiten des Vielecks zu Grundlinien haben. Da jeder der 
Schenkel dieser Dreiecke = r und die Winkel an den Spitzen derselben, 
in ihrer Folge ssfia, 2ß, • • • • sind, so sind die Flächen der Dreiecke 
= Jr'sinHa, ir*sin2ß, etcj mithin, wenn man durch F die Fläche 
des Vielecks bezeichnet: 

a-Ps= r*(sin2Ä-f- sin2ß + sin2y+ ), 

und es kommt nun darauf an, aus dieser Gleichung für das Vieleck 
zwischen r^a^byC .... und aus den Gleichungen: rsina=a, rsinß=s3, 
etc. die Gröfsen r. a, ß, .... zu eliminiren, um somit eine Gleichung 
zwischen jP, a, 6, <r, • . # . zu erhalten. 

Bevor wir aber diese Operationen selbst vornehmen, wird es nöthig 
sein, uns über die Bedeutung der Vielecksfläche vollkommen zu verstän- 
digen. Da nemlich die meisten der hier vorkommenden Vielecke von 
solcher Beschaffenheit sind, dals zwei oder mehrere oder auch alle Sei- 
ten sich innerhalb ihrer Endpuncte schneiden, so fragt es sich, was dann 
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unter dem Werthe der Vielecksfläche zu verstehen sei^ und oh auch in 
diesen Fällen die ohen gegebene Formel^ wobei wir uns stillschweigend 
ein gewöhnliches Vieleck ohne dergleichen Durchschnittspuncte dachten, 
angewendet werden könne. ' 

Eine gerade Linie von veränderlicher Länge sei mit dem einen ihrer 
Endpuncte im Mittelpuncte des Kreises fest, während der andere End- 
pttnct den Perimeter des Vielecks durchlaufe. Die hiermit von der Li* 
nie überstrichene Fläche, indem man die mit entgegengesetzter Bewe- 
gung beschriebenen Theile mit entgegengesetzten Zeichen ninmit, ist der 
Flächeninhalt des Vielecks. Sind daher Aj By C drei aufeinander ioU 
gende Spitzen im Perimeter und Z der Mittelpunct des Kreises, so wer- 
den, indem der bewegliche Endpunct der Linie von A h\B B und von 
B Ims C geradlinig fortgehet, von der Linie selbst die Dreiecke ZAB und 
ZBC beschrieben, und diese sind, jener Erklärung zufolge, mit einerlei 
oder verschiedenen Zeidhen zu verbinden , nachdem der Mittelpunct Z 
innerhalb oder auilserhalb des Winkels. ABC liegt Geht die eine Seite 
BC durch Z selbst, so ist das ihr zugehörige Dreieck ZBC =3 o. 

Hiermit ist nun auch die obige Formel für F im Einklänge» Denn 
die Zeichen der Dreiecksflächen 4^^^^^^ ^nd 7 r* sin 12 ß richten sich 
nach den Zeichen von sin 2 a und sin2ß. Diese sind aber einerlei, wenn 
2a =s Bogen AB und 2ß = BC zugleich grolser oder zugleich kleiner 
als' 180^ sind} sie sind verschieden, wenn von den Bogen AB und BC 
der eine gröCier, der andere kleiner als 180^ ist \ womit, wie man leicht 
sieht, die vorhin bemerkte Lage von Z gegen den Winkel ABC ganz 
übereinsti mmt. 

Um jetzt zur Entwicklung der Gleichung zwischen F^ a^ by Cy . . . . 
überzugehen, so übersieht man leicht, dals diese Gleichung, wenn die 
Gleichung zwischen r% ff, 6, . • . . nach r^ vom pten Grade ist, eben- 
falls p verschiedene Werthe für F angeben mufs, indem jedes in einen 
anderen Kreis beschrieb^e Vieleck auch eine andere l^äche haben wird, 
da£s ferner, weil die Fläche eben so gut negativ aU positiv genommen 
werden kann, die Gleichung nach Potenzen von F^ fortgehen, und mit- 
hin nach F* vom pten Grade sein wird. 

Ich will nun wenigstens die Möglichkeit darthun, zu dieser Glei- 
chung zu gelangen, und deshalb zuvörderst zeigen, dals F^ immer als 
rationale Function von r^, a, b, c. . ,. .dargestellt werden kann. 
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Zu dem Ende lasse man a um da wachsen^ während b, c, 

unverändert bleiben , und suche die daraus fiir r entstehende Zunahme 
dp. Weil immer ä + ß + y + • . . . einem Vielfachen von 180° gleich 
ist^ so hat man: 

da + dß + rfy + •••• = 0, 
Sodann ifolgt aus den Gleichungen rain» = a, rsinß = &> u. s.w«i 

rco8ada'{' sinadr ^^ da^ 

rcosßrfß-f-sinßrfr = 0, rcos7rf'y + *i^7^'' = ^9 ^t^ 

^ Dividirt man diese Gleichungen resp. durch cosa, cosß, COS79 und 

addirt sie hierauf^ so kommt^ wegen da-^- dß.... =0: 

(tang« + tangß + tang7 + . • . .)rfr = ^^. 

Es ist folglich^ weil tang^t -f- tangjS -f- . . . . eine symmetrische Function 

von », ß, . . . . ist, — umgekehrt mit cos«, und eben so ^, ^f . . . r 

umgekehrt mit cosß, cosy, proportional. 

Diesen Sat^, dals die partiellen Differential- Quotienten dbs Halb- 
messers eines Kreises nach den Seiten emes eifigeschriebenen Vielecks 
im umgekehrten Verhältnisse der Abstand» dv S^en vom Mittelpuncte 
(= rcosa, rcosß, • • • •) sind^ wollen wir nuMltonutzen, um aus dem 
Ausdrucke für F die Cosinus von a, ß, . . . TT wegzuschaffen. Weil 
ir^sin2assraoosa etc., so hat nqjn: • 

F* = r*(ocls«-^ Äcosß + )* 

= ^— ^r'cos a* -j jlr^cosß^^^» . . .1 (a cos ä + *cosß + • • • 0^ 

mithin, weil r*cosÄ*s=r* — o*etc., und wenn man -r-5=sc', -rr- = i' etc. 

aa ao 

setzt, WO daher r* 

•^ : -p: ••.•=: COS« : cos p :•••• : 

Sei jetzt die aus dem Vorigen als bekannt anzunehmende Gleichung 
«wischen r*, a, 6, c....: 

z= J+Br^ + Ct^ + !..., 
wo Aj By C . . . . bekannte rationale Functionen von a, b^ c . . . . sind» 
Differentiirt man diese Gleichung nach a und r, so erhält man: 

da * da * da * 
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und hieraus 



a' = 



^+''17+'*I7+- 



und eben so b'^ c'y .... gleich bekannten rationalen Functionen von r*^ 
Qj b^ c^ . • • . Substituirt man nun diese Functionen in dem ^etst er- 
haltenen Ausdrucke fiir jP% so bekommt man auch jP* durch eine ra- 
tionale Function von r*, a, by c,...-. ausgedrückt, wie za erweisen war. 
Werde diese letztere Gleichung für F* durch 

F« = (p[r», a, *,..•.] 
bezeichnet, so ist jetzt noch tibrig, aus ihr und der Gleichung 

O = ^ + J?r» + . . • ., 
r* zu eliminiren, ein Geschäft, welches aulserdem, dals es überaus weit- 
läufig ist, keine weitere Schwierigkeit hat. HeÜsen nemlich die p Werth^ 
welche in der Gleichung 

O = ^ + fir» + . . . . + P/^, 

für r* substituirt, ihr Genüge leisten: a, 6, c,....p, so sind -^, -p>-*-* 
bekannte rationale symmetrische Functionen von a, 6, ••••p» und jede 
andere rationale symmetrische Function von a, b,....p lälst sich auf be- 

kannte Weise durch -p^f ''-3- • . . . rational ausdrücken. Die Quadrate der 

Vielecksflächen aber, die diesen p Tai^schiedenen Werthen von r' ange- 
hören, sind: <p(a, a, b,....), <P(b, o, b,.4..), (p(c, o, ö,....)» ••••9 und 
mithin die Gleichung, welche sie alk nmfalst: 

|F*— (p(ay c, A, )} {F^ — (p(b, a, *, . . . .)} =0* 

Entwickelt man diese Gleichung, so steigt sie nach jP* bis zum ;^en 
Grade, und kann von a, b, c, . . • • oflenbar nur symmetrische Functionen 

enthalten, die man, wie oben bemerkt, auch durch -^, -p- . . . • aus- 
drücken kann. Thut man dieses, und setzt endlich statt ^, £,•••• P ihre 
Werthe durch a, b, c, . . . . ausgedrückt, so erhält man die gesuchte ra- 
tionale Gleichung für den Flächeninhalt, die nach F* vom pten Grade 
ist, und in deren Coefficienten nur o, 6, r, . . c. noch vorkommen. 

Um diese Methode schlielslich auf das Dreieck anzuwenden, obwohl 
sich bei diesem und bei dem Viereck im Kreise die Gleichurg zwischen 
den Seiten und der Fläche auf weit kürzeren Wegen finden läfst, so hat 
man beim Dreieck: 
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s=4ÄV — (4« + c»— a'), 
folglich 

und 

aa da £ \ da da/ 

wofür man auch setzen kann: 

wo i^ eine symmetrische Function von a, bj e ist. Auf gleiche Art 
wird sein; 



folglich : 






und eben so 



mithin 



(r-^Ä-)ÄÄ' = *l^£l±^:=:*!>etc.. 



und endlich 

Ton welcher WurzelgröTse 4^1* vierte Theil zu nehmen ist,, wenn a^ b, c 
die ganzen Seiten bedeuten. Noch kann man bemerken, daCs der Aus« 
druck für J^* durch r\ a, b, c, . . . . a', ä', . . . •, mit Verzichtung auf des- 
sen symnietrische Form, sich etwas einfacher darstellen läfst* Es ist 
nemlich : 

rcosa ■ coaa * cosa ' ■ 6' ' c' ' ' 

Crt »t*s JoaratL m. Bd. 1. Hft. 5 
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folglich 

Einige andere Formeln, die bei weiterer Fortsetzung dieser Untenuchun- 
gen von Nubcen sein können, sind: 

— = 2rcosa, ^ = arcosß, etc., 
folglich 

dF dr dP dr ^ 2r 

da' da db^db * tang a ^tang /?-{-... .* 

Da endlich r und F durch a, 6, c, • . . . ausgedrückt, homogene Functio- 
nen dieser Grölsen sind, r Ton der ersten, F von der zweiten Dimen- 
sion, so hat man: 

dr I j^dr . dr • 
da a6 ■ de ■ 

da * db ' de ' 

wie dies auch schon aus dem Vorigen sich leicht ergiebt. 
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Piccherches sur les diviseurs premiers d'une classe de 

formules du quatri^me degre. 

(Par M. 6. Ltjeune-DirichM^ prof. d« math« k Brefllaa.) 



1^ Memoire. 



yJn tronve^ dans les annonces litt^raires de Gotdngue (11. avril 1825% 
Textrait d'un memoire d'anal jse indöterminöe que M. Gaufs a pr^sentö 
4 la sociöt^ royale des sciences de cette viÜe^ mais qui n'a pas encore 
it6 imprim^. Ce memoire est le premier d*une suite de mömoires que 
l'illustre auteur des disguisitiones arithmeticae se propose de donner sur 
la th^orie des r^sidus biquadratiques et a pour objet de döterminer les 
caract^res distinctifs des tiombres premiers diviseurs de la formule ^—-2. 
L^auteur y ^tablit deuz th^rimes extrdmement Slogans qui peuvent ser- 
vir k döcider^ si un nombre premier^ diviseur de «r*— -2, divise ou ne 
divise pas la formule priScödente. Ayant eu connaissance^ dans le cou- 
rant de Tannöe qui vient de finir^ de l'extrait citö qui ne contient que 
les änonc^s des deux theor^mes dont il vient d'dtre question et de quel- 
ques propositions auxiliaires^ j'eus le d^sir de dämontrer de mon cot6 Iw 
beaux th^or^mes d^couverts par M. Gaufs. Les recherches que je fis 
dans cette vue me firent trouver une demonstration fond^e sur des con- 
sidörations extr^mement simples et probablement tout-&-fait diff^rente 
de Celle de M. Gaüfs^ qui parait exiger des recherches pr^liminaires 
tr^s dölicates et assez ^tendues. J'appliquai ensuite des consid^rations 
analogues k d^autres questions et particuli^rement k la recherche des pro- 
pri^t^ qui distingnent les diviseurs premiers de la formule a^+ß^^^-f-yj 
et je parvins ainsr ä un grand nombre de thöor^mes intöressans. L'ex- 
position rapide d'une partie des rösultats auxquels* ces recherches m'onf 
conduit est Fobjet du present mömioire; Je commence par poser quel* 
ques döfinitions et par ^noncer quelques tb^or^mes tr^s faciles ä ^tablir 
et sur lesquels nous aureus a nous appuyer dans la suite. 

5* 
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^8i Ton peüt attribuer a rindetermin^e x une raleur teile que 
f^s^'^A devienne divisible par B^ A sera dit r^idu blquadratique par 
i^rapport k B.* 

II est facile de voir qne^ si un nombre A est r^sidu biquadratique 
par rapport ä un nombre By ou^ en d^autres termes^ si B est diviseur de 
x^"^ Ay cfaaque facteur premier de B sera pareillement diviseur de 
j^ — ' Aj et r^ciproquement que, si cette condition a Heu par rapport k 
tout facteur premier du nombre B^ B sera lui - m^me diviseur de 
o^ — A. On peut donc se borner, lorsqu'il s'agit d'assigner tous les nom« 
bres qui divisent la formule x^ — Ay ä ne considörer que les nombres 
Premiers. 

U n'est pas moins övident que> ppur quun nombre divise la for- 
mule x^-'^Ay il est näcessaire que ce nombre soit diviseur de x^--^ A. 
11 ny a donc a ezaminer que les nombres premiers diviseurs de cette 
derni^re formule^ c*est k dire les nombres premiers par rapport auzquels 
A est r^sidu quadratique. On peut ajouter que^ relativement a ceux de 
ces derniers qui sont de la forme 4/1^3, la question ne präsente au- 
cune difficultöj car on s'assure par un raisonnement tr^s simple que tout 
nombre premier 4/2 -f-^^ diviseur de x^^^A^ divise aussi la formule 
x^—A. 

Soit p un nombre premier 4/2 -f*!» diviseur de x^^-^Ay A d^ 
signant un nombre positif ou nögatif, non * divisible par p^.on a, comme 

Ton sait, -^ ^ ^ 1 (mod. p). On conclut de lä, -4 * ^ db 1 (mod. p) et Ton 
prouve facilement que le signe supörieur ou inf^rieur aura Heu,, selon 
que p divise ou ne divise pas la formule x^ — A. On peut donc änoncer 
ce tWoreme: 

yyA designant un nombre rösidu quadratique par rapport au nom- 

,,bre premier /? = 4/2 + 1 , on aura A^ ^i ou A^ ^ — i (mod. p). 
,,Dans le premier cas^ A sera rösidu biquadratique par rapport a py daos 
,,Ie s^cond, u^ sera non-r^sidu biquadratique par rapport ä /»/' 

Si Ton appHque ce th^or^me au cas oxiAzn — i, on trouvera que 
— 1 est rösidu biquadratique par rapport aux nombres premiers 8/2 -{-i 
et au contraire non-r^sidu relativement a ceux de la forme 8/2 -{-5. Ou 
th^or^me pr^c^dent on d^duit facilement cet autre, dans Tönoncö duquel 
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OD suppose^ comme dans tout ce qui suiyra^ que p est un nombre pre- 
mier 4/i-f-l> ^t que A et A^ dösigoent des nombres non-diyisibles par 
p et qui sont Tun et Tautre des r^sidus quadratiques par rapport ä p, 

^ySi les nombres A et A^ sönt tous les deux des rösidus biquadra- 
^^tiques ou tous les deui: des non-r^sidus biquadratiques par rapport k p: 
^le produit AA^ sera r^sidu biquadratique par rapport a ;i; si, au con- 
iitraire^ Tun des nombres A et A' est rösidu^ Fautre non-rösidu biqua- 
^dratique relativement ä p: AA' sera non-r^idu biquadratique par rap- 
yiport k p.*" 

En faisant ^^ = -— l^ et en a jaut ^gard ä ce qui pröcöde^ on verra 
que> si p est de la forme 8/i-{-l^ A sera en mdme temps r^sidu ou 
non-rösidu biquadratique que -* ^> et qu'au contraire> si p est de la 
forme S/i-f-S^ Tun des nombres u^ et — A sera r^sidu, Fautre non-r^ 
iidu biquadratique par rapport k p. 

2. 
Apr&s avoir ^tabli ces pröliminaires^ nous allons nous occuper de 
la recherche des caracteres qui distinguent les diviseurs premiers de la 
formule x^ — % On*sait que les diviseurs premiers de x^ — 2 sont de 
J'une de ces deux formes 8/1 + 1, 8/2-f-7, et que reciproquement tout nom- 
bre premier de Tune de ces formes diviae la formule x^ — 2. D'apr^s 
ce que nous avons dit dans le paragraphe pr^c^dent, nous n'avons pas 
besoin d'aroir ^gard a la derniere de ces deux formes et il suffira de con- 
sid^rer les nombres premiers 8 /i + !• Soit p un nombre premier de 
cette esp^ce, et posons, comme il est permis de le faire, ^=:/^+22/% 
oü u sera pair, t impair. Faisons u^=z9^hh' k^' ... .^ ^ ^ant la puis- 
sance la plus elev^e de 2 ^ui divise Uy et hy h'j k"y . . . . d^signant des 
nombres premiers impairs, dont plusieurs peuvent ^tre ^gaux entre eux. 
L'äquation /^-f- 22/^ = ;!, donne imm^diatement t^^p (mod.it). Le 
nombre p est donc räsidu quadratique par rapport ä it, ce que neusten- 

rons ainsi f-^j = iy en adoptant la notation employ^e par M. Legen- 
dr e. On se rappejle que, si c d^signe un nombre premier etiKT un nom- 
bre quelconque, non diyisible par c, cet illustre g^om^tre se sert du signe 

— }j pour d^signer le reste que Ton obtient, en divisant par c la puis- 



( 



C— l 



sanee •Af ^ , reste que Ton sait ötre ^gal a l ou — 1 , seien que M est 
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ou n'est pas r^sidu quadratique par rapport k e. En appliquant k Tex- 
pression {^A = l ^ le th^r^me connu sous le nom de loi de reciprocitö 
(theorema fundamentale de M. Gauf«)^ on aura^ p ötant de la forme 
4/1 4- 1^ (— ) =!• On trouye de la mdme maniire 

D*tin autre cot^^ comme p est de la forme 8/i-f*l» on a aussi (— jssi^ 
et parcons^quent (— ) = 1« Multipliant cette demi^re ezpression par 
toutes les pr^c^dentes^ il viendra 

Considörons maintcnant les facteurs simples du nombre impair Cf que 
nous partageroDS en deux elasses. La premiire classe compröndera les 
divjseurs premiers de TuDe de ces deux formes S/i-}-!» 8/i-}-7 et les nom- 
bres qui en fönt partie seront d^sign^s par g", g'y g"j • . . . j la seconde 
classe se composera de nombres hy h\ h"y • • • . contenus dans ces deux 
formes 8/2 + 3, 8/2 + 5. On a d'abord 

t=: gg'g''.... Xhh'h''.... 

et Ton conclura ensuite de l'^quation /i = ^^ + 2£/^: 

(^) = '. C^) = '. (I«) = >. "«• 

D'un autre cot^, on a en verlu de th^or^mes connus: 

Si Ton compare maintenant ces expressions aux prec^dentes, on trouvera 

(7)='' (?)=■' C^')=''"- 

(I) = - '. te) = - •' fe) = - '. '-=• 

L'application de la loi de r^ciprocite a ces dernieres expressions donnere 
Celles -ci: 
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d'oü il suit^ en multipliant, 

oü il faudra prendre le signe sup^rieur ou införieur^ seien que les nom- 
bres h, hf^ hf'y . . . . sont en nombre pair ou impair. Or^ il est facile 
de voir, par röquation t'=i gg' g'* .... XÄÄ^Ä'^..., que le premier ca$ 
aura lieii^ lorsgue t est de Tune de oes formes 8/i-f-l> 8/2 4*7^ lesecond^ 
lorsque t est contenu dans Tune de Celles -ci 8/2-{-3> 8/3-|"^- On a donc 

f— ) = 1, lorsque f = 8/i + 1 ou 8/1 + 7, 

(— j 3= — 1, lorsque Y = 8/i + 3 ou 8/i + 5. 

Reprenons T^quation /^ + 2£i^ = ;> et mettbns la sous la forme d'une con- 

gruence 

/^ ^ — 2tt^ (med. p). 

En ^levant les deux nombres k la puissance ^-r-j on aura (^7- ötant pair j : 



I 



t'' =2* u * (mod. ;>), 
ou ce qui revient au möme^ ayant prouvö que 

(ü) = 1, r^= a^ (tnod. p). 

On Toit donc que. ±: 2 (on peut ntiettre le double . signe attendu que 
;o=: 8/2-}-l) est ou n'est pas rösidu biquadratique par rapport k Pf Selon 

que Ton a f — j c= 1 ou i — ) = — 1. En conaparant ce r^sultat ä ce qui 

pröcede, on aura ce th^orime: 

nP dösignant un nombre premier 8/1 +1, si Ion fait ;> s=:/^ + 2tt^ 
,y]e dis que db2 sera ou ne sera pas rösidu biquadratique par rapport 
yyk Pj Selon que t est de Tune de ces formes 8/2-f- 1, 8/2 -f- 7 ou de Tune 
y, de Celles -ci 8/2 + 3, 8/2 + 5." 

Cest le premier des deux th^orömes de M. Gaufs, dont il a ixi 
question dans le pr^ambule de ce memoire* Iie second de ces th^r^mes 
est relatif ä la d^composition du nombre p en deux quarr^s, et peut £tre 
facilement d^duit de t^elui qui vient d'dtre ^tabli. 



40 



a. Leftune^Dirichletf iur Us diviseura premiers etc* 



Faisons /?= ^'4*^^ (^^ ^ ^^' rapposi diTisible par 4) et ^galons 
cette valeur ie p k celle que nous venons de considören 

Nous aurons ainsi 

p e= r* + 2tt* = (p^ + %^, 
et en transposant: 

Comme (p est impair, le plus grand diviseur commun de (ß et ii 
sera impairj d^signonS le par m et faisons (p=im(p', ws^mu^ La 
Substitution de ces raleurs dans l'^quation pr^c^dente la changera en 

cclli " Cl * 

Oq voit que le nombre impair ^-|"*^ ^^^ composo de deuz facteurs JS et 
Ky dont le premier divise m', le second (p'* — 2«'*, et qu'il en est de 
mdme de t — yp dont nous d^signerons les facteurs par F et Ly L pou- 
vant 4tre negatif. Nous avons donc les öquations 

/ + v// == EK, t-^yl^^ FL, 

EF = m\ KL = (p'* — 2/i''. 

11 est facile de s'assurer quo les nombres £ et i^ sont premiers entre 
eux. En efiet, soit 8 un diviseur premier de Ey et supposons que ^ divise 
en möme temps F. Le nombre S serait diviseur commun de / + ^ ®* 
t — ^p et diviserait par consöquent le nombre ty qui est la demisomme 
des pröcedens. D*un autre cot^, de ce que ^ est diviseur premier de £7, 
il suit successivement, en ayant ^gard aux equations£F=m% u:=s:mu% 
que m\ m et u sont multiples de $. Les nombres ^ et u auraient donc 
le diviseur commun $, et p =i t'^']-2u^ ne serait pas un nombre premier. 

Le produit des nombres E et F, qui sont premiers entre euz^ ätant 
un quarre, il faut que chacun d'eux en soit un. Faisons E = e\ et nooA 
aurons ^-f"^ = ^^'*^- Le quarre impair e^ est de la forme 8/2+1, etiT, 
comme diviseur impair de <p'*-f-2ii'^ (oü (p' et 1/' sont premiers entre 
eux), de Tune de celles-ci 8/2+1, 8/2+7. Le nombre ^ + 'v^ sera donc 
lui mi^me de Tune des formes 8/2+1, 8/2 + 7. Le nombre \p que nous 
savons <^tre divisible ^ar 4, sera de la forme 8/2 ou de celle- ci 8/2 + 4. 
11 suit, de ce qui precede, que, dans le premier cas, t sera de Tune de 
ces deux formes 8/2+1, 8/2 + 7, dans le second de lune de Celles- ci 8/2 + 3, 
8/2 + 5. En comparant ce rösultät au th^orerae precedent, on aura cet 
autre theoreme. 
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„/> dösignantun nombre premier 8/2+ 1, et ayant fait ;i=(p* + \^' 
„(oü vp est suppos^ divisible par 4), ±2 sera ou ne sera pas rösidu bi- 
,^ quadratique par rapport a p, selon que \J^ est de la forme 8/2 ou de 
„ceUe-ci 8/2+4" 

II y a un troisi^me th^or^me ' propre a d^cider si ih 2 est oü n'est 
pas rösidu biquadratique relativement ä un nombre premier ;i = 8/2-|-l, 
et qui peut s'^noncer comme il suit: 

„Ayant fait d'une maniere quelconque p s^t^^2u\ ±2 sera ou 
99 ne sera pas r^sidu biquadratique par rapport k p^ selon que t est de 
„Funedes formes 8/2+1, 8/2 + 3, ou de I'une de celles-ci 8/2 + 5, 8/2 + 7." 

Nous ne nous arr^terons pas ä d^montrer ce thöor^me que Ton peut 
^tablir d'une maniere directe et par des considörations analogues ä Celles 
sur lesquelles est fondöe la demonstration du premier des deux theoremes 
pr^ödens. On peut aussi le döduire de chaeun des pröcddens ä peu pres 
•omme on yient de passer du premier au second. 

§. 3. 
Nous allons maintenant passer ä des considerations plus g^n^rales. 
Seit b un nombre premier 4/2+3, p un nombre premier 4/2+1 sus- 
ceplible d'dtre mis sous la forme t^ — bu\ et proposons nous de d^cider 
si — b est ou n*est pas r^sidu biquadratique par rapport ä p. II est fa- 
cile de voir que, si p peut dtre mis sous la forme t'^ — bu\ on peut tou- 
jours le faire de maniere que u soit pair, et parconsöquent t impair^). 
Faisons donc p = t^ — bu\ et posons u^=^2^kk'k". . ..y Ar, i', k"y .... 
jlant les facteurs impairs simples de u. On conclut immediatement.de 
r^quation precödente, 

(f) = •' (1^) = •. ^) = ■' «'- 

*) Pour prouTer que cela est toujours poisible»* noas alloxU faire voir qae, si Tod a 
t% — (tt^ssp, t etant pair, il est facile de deduire des valeurs de t et de b, d*au(res nomhres 1' 
(iropair) et u* qui natisfassent ej^lement 4 IVquation ^'*— 6»'' =:p. Soienl r et ^ les moindrra 
•oinbres tels que r' — &i*=:i, je dis que r sera pair. En effet, on sait que, si h d^signe un nnm* 
bre premier 4 n + 5 > requatiou ^* *- fr «r' = + S est toujours pfissible, et que, si Ton suppose qua 
f et # sont les plus petils nombres qui y salisfassent, onars=ft<r*4:i« sz=zqc {Theorie des I^om- 
kr0$, no. 44. 45.). H suit de \k et de ce qne les nombres ^ et «r sont ^vidcminent impairs Pun el 
Taütre, que r est un nombre pair. Cela ptise, si Ton mulliplie entre ellr« Ics equaliuns r^^-hi* s=z 1, 
t^^hu^ ^p, il viendra (rt + fr/n)' — fr(rii+it)' =: p» €t Ton ferra facilem^nt que rk-^hsm e*t 
wm nombre impair. 

Cre llc*s Journal, m. Bd. 1. Hft. 6 
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L'application de la loi de reciprocite donne ensuite^ p ^tant de la forme 

{}) = '. (7) = •' (7) = •• -• 

Multipliant entre elles toutes ces expressions et Texpression identique 
y—J = \— )> on aura ce resultat 

(•) (7) = (t)- 

Decomposons actuellement le nombre impair t en ses facteurs simples 
et partageons ces facteurs en deux classes. Ceux de la premiere classe 
seront designös par ^^ g^, g'^y . . . .^ et sont tels que 

(P) (t) = •' (1^') = "• (7^') = '' "«• 

Quant a ceux qui forment la seconde classe et que nou3 d^signerons par 
hy h'y h"y • . • •) üs sottt tcIs que 

(W (^') = - > . (^') = - '. {w) = - •' "«• 

Le produit de tous ces nombres est ^gal ä ty c'est ä dire que 
L'inspectlon de röquation t^ — bu^^sszp donne ces rösultats: 

La comparaison de ces expressions avec les precödentes donnera ensuite 

Appliquant maintenant la loi de reciprocite^ il viendra, 

(i) = '. (^) = •' (7) = •' •- 
(7)=-*; (7)=-' (7) =-'"•«• 

Multipliant ces expressions entre elles , on aura 

le signe sup^rieur ou inferieur ayant lieu, selon quo les nombres //, /i', 
h*'y .... sont en nombre pair ou impair. D'un autre cote, si Ton ap- 
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plique la loi de reciprocilc aux expressions (ß) et (ßO, il viendra, b ^tant 
de la forme 4/2 -|" ^9 

(i) = '. m = •. (fl = ». «o. 

expressioDS qui, ^tant multipliöes entr,e elles^ donneront ce resultat: 

oü il faut prendre le fiigne supörieur ou införieur^ Selon que les nombres 
h^ k'y h'\ . . • . 8ont en nombre pair ou impair. 

La comparaison de ce resultat ayec celui que nous avons obtenu, 
il n'y a qu'un instant^ fait yoir qu'on a toujours 

M (i) = (1). 

Rep'renons maintenant T^quation />=/^ — bu\ et metlons la sous la forme 

d'une congruence 

i^ ^ hu^ (mK>d. p). 

On tire de la, en ^levant les deux nombres ä la puissance ^~ , 

/ * = i ♦ 1/ ^ (mod. ;i). 
La formule (a), iqui est celle-ci ^— j = ^— j, V d^signant la puissance 

la plus elevöe qui divise u ^ peut dtre pr^sent^e d'une autre mani^re. 
11 faut pour cela distinguer deux cas, Selon que p est de la forme S/z-t"! 
ou de celle-ci %n^h. Si p est un nombre premier 8/2-)" ^9 on a, 

comme on seit, ^—1 = 1, et parconsöquent ^— y = 1; la formule dont il 

s'agit se change donc dans ce cas en celle-ci (~j=:i. Si /» est un nom- 
bre premier S/z-l-^, le nombre v est = 1; car si v etait plus grand que 
Tunitö^ u^ serait diyisible par 8, et p^=t'^ — bu^ serait de la forme 

8/2+1. Comme d'ailleurs dans ce cas ( — ) = — 1^ 1ä formule (a) se 
changera en celle-ci (— 1 s= — 1. Les deux cas que nous venons d'exa- 

— ) = ( — 1) * , qui equivaut ä cette 

tli p— i 

congruence u ' ^ C*-*^) ^ (mod. p). En substxtuant la valeur qu'elle 

6» 



doone üoar u * d^ns la. con^äcnxence obten*je dIus haut, oa anra 
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resurtat iirii moatr- cue — j sera oa ne sera pas residu b iquadratiqu« 
par npport -i 7, se^oa que i" est oa aest pai r^üdu quadratit^e par ra^ 
popt a 7. 5i l'on vrompar** maüitenaüt ce resultat a^rec celui qni öt coot- 
tenu ianj la ibrmule ^ \ oa afriTera au tli^roi^me qne zlooj allfl 
enoacer. 

^Dtfsiz^oci par i an ncmbre preciitfr 4.7-1-3« et par p un ua 
^premier 4'z-{"i* iii£K:t?pti!jIe d'etre mis ioaa la forcie r — ia*. Ay 
•^iait p^=^^ — J -A" 'ti - est suppose impair . je dis «rie — 5 iera oa 
.«itira pas n^:^:«!*! bL«riaIru'i»^-ie par rapport ä p^ ieloa qne t ^slt oa n.' 
^po^ niäii*! «riairariirie rar rapcort a j.' 

4. 
Xous a:ron5 main^enant deduir» de ce t!i«iön*irie an autre theoreme, 
a*a movea dua'iit -'c :?»iut feoiaer jtas arjniDtitneat enctjre. si — 5 est 
OD aest 005 nfsidj b:'{'M«ir-i'i»rie par rapport a p, Cunservoos I*?s aota- 
tions ar^v:e<ienttfs -st :i:5oq:? 7 = r~ — •*.' ou ■*. est snsaose rair • Ea 
e:raIanL cette ^-^tfur ie 7 a ceile yriA aüos aTaas cooÄderee pn*cedeiflb» 
menr. Ja aura. 

et 0» traa^pirsaat 

U j a oiointenanu deox ca5 a ii:>tia^er. seion. rie £ est oa n'est pas 
dlviiibte lar i. ^•ouj ,:üc::iii«ini:-jcd lar l'^aznen du deraier de ces deoz 
casw 5oic 71 Ie plus jnnit di^iäänr viommna de J et :;• rii jera Lmpoir 
J ecanr ic:pair rc ae a - iiT^Jsi Jie par i. st posans £ = m£\ :t=;nA. 
La juisuvat-oa li Jrss Tuleors daas La deraier« eij^iadun, la caaa^ira ea 

II eif r "»wnt. j:ir c^:::i ^riadoa. rie r— ^ est cucspoiw ie I^mjl :ac- 
aur* 5^ ic X itin. I-i -jr-iciier di^Li« 7i\ Ie secuad J"' — i:* \ -c mil 
en JSt r»* aiHmij i-i acmj« * — ♦.. Ttisixaaat Ivis ruct-eurs ie c« d«^ 
aier oar F' et L. r:»^--^ a-irrins jfs -u'iariuaä. 
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11 est trii facife^de s'teöui^ que les nombres E et F sont premiers en- 

tre'^x,/ En- fiffet^ soji ^^n facteur simple quelconque de E (qui sera 

n^cl^ffniVimenr impavT^ ötant lui m^me impair) et supposons que S 

J ^ divlaji^ussi ^F^.^^inspection des ^quations precedentes fait voir que S 

.jUerait, c||in8 4i6i^tte si^position, diviseur commun de ^4"*^ ®* ^ — -v^ et 

iinsQ^it^tflfrcons^quent le nombre t^ qui est la demi-somme des pr^c^- 

dens. MaJ8 on^^it d'un autre cot^ que a, comme diviseur premier d^ 

E, diiriK^ m^y'yet parcons^quent m et u (u ötant s=zmu^. Les nombres t 

et fi^roieK(jt donc^ dans cette suppositioni. le facteur commun $, ce qui 

est absur|le, p = t'^ — bu^ ^tant un nombre premier. II est donc prouv6 

que Ei ei F ne sauroient avoir de diviseur commun , et comme le pro- 

d]|it/|d ces nombres est un quarr^^ il faut que chacun d'eux en soit pa- 

reiUement un. On a donc 

. (!) = •. (!)='• 

Quant auz nombres K et L, ils sont pareillement tels qu*on a 

(f ) = •. © = '• 

En effet^ on voit par la derni^re öquation que ces nombres divisent Tun 
et l'autre laformule (p''+Ä«'* (oü (p' et bu^ sont premiers entre eux) 
et Ton soit par un tb^oreme connu qui se döduit facilement de la loi de 
röciprocitö {Theorie des nombres^ no. 197.) que tout diviseur impair R 

d'une pareille formule est tel que \j-j = 1. Multipliant la premiere des 

derni^res expressions par la troisi^me^ la seconde par la quatri^me, il 
viendra 

DU ce qui est la m^me chose^ 

En ezaminant d'une maniere semblable le cas de <P divisible par b, on 
trouvera que, dans ce cas, Tun des nombres t '•\'\fj et t — 4^ est divisible 
par b, et que Fautre est, comme dans le cas dont nous venons de nous 
occuper, residu quadratique par rapport ä b, de sorte qu'en dösignant par 
ti.'p celui de ces nombres qui est divisible par b, on a 

(^) t±^|J = (mod. Ä), (^^) = 1. 
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II resulte du theoreme änonc^^ ä la fin du paragraphe pröc^dent, que, 
pour decider si — b est ou n'est pas residu biquadratique par rapport ä 
py tout se reduit a la question de savoir si t est ou n'est pas r^idu qua- 
dratique par rapport ä b. Nous pouvons maintenant faire voir^ au moyen 
des rösultats que nous venons d'obteuir, que cette derniere question peut 
^tre döcid^e sans connoitre /, c*est ä dire sans qu'il seit n^essaire Am 
meltre p sous la forme t'^ — bu^. Supposons d'abord <p non - divitible par 
b. Les ezpressions (J"), qui ont lieu dans ce cas, peuvent dtre prisenttes 
de cette maniere, en observant que b est un nombre premier 4/i4'3- 

On lire imm^diatement de T^quation p'='t' — bu^y ^^^P (mod. A), r^ 
suitat qui fait Toir qu'en rösolvant la congruence %? ^ /i (mod. b)y et d^ 
fignant par x l'une de ces racines prise au hasard, on aura t^x^ ou 
t^ — X (niod. b). Dans le premier cas, oii a 

(t) = (f). (4*) = >. 

car il est evident que les expressions f y-j et (-—7--^) ne changent pas en 

mettant ä la place de t un autre nombre x qui ne differe de / que par 
un multiple de b. En multipliant les dernieres expressions entre elles^ 
i] viendra 

(t) = e^)- 

Considerons maintenant Fautre cas dans lequel t^ — x (mod. b). On 
aura dans ce cas 

la derniere de ces expressions r^sultant de la formule \^--r — j = — 1> 

en mettant a la place de — ^ le nombre x qui n'en differe que par un 
multiple de b. En multipliant les expressions precödentes entre elles^ on 
trouvera^ comme dans lautre cas, 

(f) = e^)- 

Nous sommes donc arrivös a ce r^sultat remarquable. Si (p nest pas 
divisible par b^ on pourra decider tr^s simplement si Ton a 

(f) = ..u(l) = _.. 
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II suffira de chercber un nombre qui satisfasse ä la congruence x^^^p 
(iDod. by^ ayant trouvä un pareil nombre Xy on aura toujours 

(t)=(^1- 

Venons maintenant au cas oü (f> est divisible par b. Le5 expres- 
sions ($') qui ont lieu dans ce cas sont 

*±^// = (mod. i), (^) = 1. 

On peut dans la derni^re de ces expressions ajouter a t'^4ß un multiple 
quelconque de b. Si l'on y ajoute le nombre t±\p qui en vertu de la 

premiire est divisible par b^ il yiendra f-r-} =1» räsultat qui entraine 

cet autre (|) = (|-). 

En combinant ce rösultat ayec un thöoreme connu^ on verra que 

dans le cas de (f> divisible par 4, on a i-r-) = 1 ou f-r-) = — ^> seien 

que t est de la forme Sn-^-l ou de celle-ci 8/2 -{- 3. 

# 

En comparant ce qui vient d'dtre prouvö au thöoreme etabli ä la 
fin du dernier paragraphe^ on verra qu'on peut d^cider^ independamment 
de la connaissance du nombre t^ si — b est ou n'est pas r^sidu biqua- 
dratique par rapport ä p. Le räsultat auquel on parvient ainsi ne con- 
tenant plus aucune trace du nombre t, on est portö ä croire qu'il ne 
suppose pas la possibilitä de Töquation t^ — bü^=^p, d'oü le nombre / 
tire son origine^ et qu'il est generalement vrai pour toutes les valeurs de 

b et p, telles que ( — ^j= 1. Cest en effet ce qui a lieu^ comme on peut 

le prouver^ en examinant^ au lieu de T^quation t^ — bu^r^p, requation 
plus g^nörale t^ ±.Mu^^=: p, oü M designe le produit d'un nombre quel- 
conque de nombres premiers diff^rens, et en combinq^nt ensuite les re- 
gultats de cet examen aveo le th^oreme suivant^ de la verit^ duquel on 
ne saurait douter, mais dont la dömonstration rigoureuse ne laisse pai 
que de presenter des diificultös: 

,^c dösignant un nombre premier quelconque et p un nombre prc- 

,,mier 4/2+ 1, tel que (—1 = 1, on pourra toujours delerminer un nom- 

^^bre Sy composö de facteurs simples tous moindres que c et tel quu 1 e- 
„quation t'^±.cSü^ :=^ p, seit r&oluble.'' 
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m 

Quoi qu'il en soit^ on peut remarquer que le th^or^me que nous 
allons enoncer est rigoureuiemeut prouvö, par ce qui pr^cede, pour tou- 
tes les valeurs de b, telles que la formule t^ — bu^ n'a que le seul divi* 
seur quadratique ±.(t^ — bu^). En jettant les yeuz sur la premi^re des 
tables ajout^es ä la Theorie des Nombres, on Toit que tous les nombrei 
Premiers 4/2 -{-3, xuoindres que 136 (limite de la table) se trouvent dant 
ce cas^ en exceptant le seul nombre 79. II seroit facile en suivant la 
marche que nous venons d'indiquer^ de prouver la veritö du thöorime 
pour cette valeur ou pour toute autre valeur particuliere de b, quel* 
que soit ps mais pour Tötablir dans toute sa gen^ralit^, il faut d*abord 
prouver, comme nous Favons döjä dit, qu'on peut toujours s(itisfaire a la 
condition que nous avons enonc^e, il n'y a qu'un instant 

Theoren^e I. 
jyb d^signant un nombre premier 4/2-(-39 et p un nombre pre-^ 

„mier 4/2+1 tel que ( — ) = 1, si Tob fait /> = (p^ + ^//* (oü \// est sup- 

,)pose pair) on aura cette regle , pour döcider si — b est ou n'est pas 
^^rösidu biquadratique par rapport k p. Si (ß est divisible par b, — b 
yfSera. ou ne sera pas residu biquadratique , selon que b est de la forme 
„8/2 + 7 ou de Celle -ci 8/2 + 3. Si <P n'est pas divisible par b, on cher- 
„clitra un nombre % tel qu'on ait y^^p (mod. 4). Cela posö, — b sera 
^.ou ne sera pas residu biquadratique par rapport ä py selon que Ton a 

En faisant successivement £ = 3, & = 7 etc., on obtiendra les th^- 
remes particuliers suivans qui sont analogues au second des theoremes 
de M. Gaufs et que Ton doit regarder comme rigoureusement prouvös 
par les considerations que nous avons exposöes dans ce paragraphe et dans 
le precedent. 

y^p d^ignant un nombre premier 12/2+1, si Ton fait)9 = (p^ + ^ 
,,(oü v// est supposö pair) Tun des nombres (p et \// sera näcessairement 
,, divisible par 3. Cela posä, je dis que — 3 sera ou ne sera pas residu 
,,biquadratique par rapport a p^ selon que c'est >)^ ou (p qui est divisible 
„par 3." 

„/? designant un nombre premier de l'une de ces formes 28/2 + 1, 
„•^8/2 + 9, 28/2 + 25, si Ton fait p =:(p*+\//-, je dis que — 7 sera residu 

„bi- 
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^y biquadratique par rapport a p, si Tun des nombres (ß et yp est diyisible 

,,par 7y et que — 7 sera non-rösidu biquadratique par rapport ä p, ai 

y^ni Tun ni Tautre de ces nombres n'est diyisible par 7." 

etc. 

5. 

D^signons par a nn nombre premier 4/2 -f* l^ et par p un nombre 

premier egalement in-^i^ et de plus susceptible d'Stre mis sous la forme 

f^-^ai^. Nous pouYons donö faire /> = ^* — ai^ oü le nombre f, comme 

il est facile de le voir, est nöcessairement impair. On trouvera, comme 

dans le paragrapbe- 3. , que^ si Ton d^signe par V la puissance la plus 

^lev^e de 2 9 on a (— 1 s= [r-\^ ezpression que Ton changera ensuite, 

D^composons actuellement le nombre impair t en fi^% facteurs sim- 
plei, en posant t=: gg^ g*^ . . . . Xhhfhf' ....^ oü les nombres premiers 
€9 S'9 S"j e*C'> K ^'j Ä'', etc. sont tels que 

(0 /?°'' ?^°'' ^?^"'' "" 

L'öquation ^ — au^^zsp donne imm^diatement 
Comparant ces expressions aux precedentes il viendra: 

{7)='' (^)='' ^)='. «<=• 

lyapplication de la loi de r^eiprocitö donnera.ensuite, p ^tant de la 
forme 4/i + 1: 

(})=-. (f)'-'' (7)=-' -• 

d'oü Ton condut en multipliant: 

Crelle'i Jounul. lU. Bd. 1. Hft. 7 
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le fligne sup^rieur ou införieur ay'ant Heu selon que les nombres Pre- 
miers h^ h\ h^'y • • • • sont en nombre pair ou impair. Oq peut öiion- 

cer ce r^sultat d'une mani^re un peu diff^rente, en disant que (—1 est 

4gal au produit des seconds membres des expressions (f). 

On peut, dans les expressions (f)y changer partout — a en a^ pourro 
qu'en m6me tennps on change le signe des seconds membres de Celles de 
oes expressions oü il se trouve un nombre premier {fffg^g^y* X /i,ä'ä'',...) 
de la forme 4/i + 3. On aura ainsi 

1(7)=*'- (?)=*"' C-)=±'' ""^ 

Xt)=±'. (f)=±'. C-)=±'. •'«• 

En comparant le second membre de chacune de ces expressions avec 
lesecond membre de Fexpression correspondante du tableau (e), on trou- 
▼era autant de changemens de signe qu'il y a de nombres premiers 4ii-|-3 
parmi les nombres gy g\ ^", . • . ., A, h% h'\ .... 

Le nombre des changemens sera donc pair^ lorsque parmi les nom- 
^M*^* gy g'y ff'^ . . . ., A, h'y Ä", .... il s'en trouTe un nombre pair de 
la forme 4n -f* 3. Dans ce cas qui aura lieu toutes les fois que 
t^sfg'g'^.... XÄA'A''.... est de la forme 4/i + l, le produit des seconds 
nombres des expression (^ sera donc le meme que le produit des seconds 
nombres des expressions (;). 

Dun autre cote^ on peut, en vertu de la loi de reciprocitö, rea- 
Terser les premiers nombres des expressions (/Qy sans qu'il soit necessaire 
de changer le signe d aucun des seconds nombres de ces expressions. Ije 

OU {—)> ^^t donc egal au produit des seconds membres des expressions 

(0 ^^ P^^ consequent aussi, d apres ce qu*on a tu precedemment, ^al au 
produit des seconds membres des expressions (r). Or, arant proure plus 

haut que ce demier produit est ^gal a y—J , on a (— y = y—j . 

Ce r&ultat est räatif au cas oü i est de la forme 4n -|- 1; si Tom 
examine d'une maniere semblable le cas de ^ = <!^A-f-3t on trouTerm 



qu on a» dans ce cas^ y—j = — x^r 
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Ces deux ca5 sont compris dans la formule suivante k laquelle nous 
r^unissons un rösultat obtenu plus haut; 

» (7) =(-')% (7) =(-')^- 

L'^quation /^ — au^:=:pf donne successiFement 



t'^^ au\ t^ ^a * u ^ (mod. p), 
d'oü Ton voit que a sera ou ne sera pas rösidu biquadratique relative- 

ment k p, selon que Ton a (— ) = (— ) ou (— ) =s — (— j . En mettant 

ä la place de l—j et (—) les valeurs donnöes par les expressioos (n) » on 

pourra remplacer les conditions pr^c^dentes par celles qui suivent: 

^yO sera ou ne sera pas rösidu biquadratique par rapport k Pf se^ 
9, Ion que Ton a 

(^) »ii) = (-*)' * 0" (7) = -(-^) ' * 

r^sultat que nous ne nous arrdterons pas k ^noncer. 

Posohs maintenant /? = (p' + v^' (oü \Ij est supposä pair) et ^galons 
cette Teleur ie p k celle que nous avons consider^e pr^cödemment Nous 
aurons ainsi p:=t^ — ött* = (p* + %//* d'oü Ton conclut en transposant^ 

II y a maintenant deux cas ä distinguer, selon que (ß est ou n'est 
pas divisible par a, Commen^ons par celui oü (P n'est pas divisible par 
a. Seit m le plus grand diviseur commun de (ß et de 1/, qui sera n^ 
cessairement impair et non divisible par a, et faisons ip^=i:m<f>\ uz=zmu% 
valeurs dont la Substitution dans Töquation obtenue plus haut la cfaange 
en Celle -ci 

Cette iquation fait voir que t -{-4/ est composö de deux factenrs dont 

Tun divise m\ l'autre (p^*+au^\ ei qu'il en est de mdme t — ^. Si 

nous dösignons les facteurs de i + >p par JE et K et ceux de / — >// par 

F et L, nous aurons 

t + yfj ^ EK, / — -^^ = FL, 

m\ = EF, <t>'" + Ol/'* = JTL. 

On s'assurera, comme dans Ie paragraphe 4., que les nombres jE etFsont 

Premiers entre eux. 11 suit de lä et de Nquation m^ = EF que cha- 

7* 
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cun de ces nombres est un quarrt > de sorte que 

La difförence des nombres impairs /+^^ et * — \^ ötant 2%^ et 
parcons^quent divisible par 4, on Toit que ces deux nombres sont ou Tun 
et Tautre de la forme 4;2-|- i, ou Tun et Fautre de la forme 4/i + 3« 
Comme, d'un autre cotö^ les nombres JE! et jP sont Tun et Tautre de la 
forme 4/z-|~^ (c^s nombres ötant des quarrt impairs)^ il suit des öqua- 
tions t'{'\p^=EIC, t — \l/=^FLy que les nombres K et L sont ou Tun 
et Tautre de la forme 4;2-f-l ou Tun et I'autre de la forme 4/2-1-3 et 
que le premier ou le second de ces cas a lieu, Selon que les nombres 
^ + ^ et t — yp sont Fun et Tautre de la forme 4/2+1, ou Tun et Tau- 
tre de la forme 4/2 -f- 3. Distinguons maintenant deux cas, selon que p 
est de la forme 8/2 + 1 ou de celle-ci 8/2 + 5. On voit, par Töquation 
^^=^^ + \^^, que, dans le premier cas, ^// est divisible par 4, d*oü ilsuit 
que ^ + v^ et t — 4/ sont, dans ce cas. Tun et Tautre de la forme 4/2 + 1 
ou Tun et I'autre de la forme 4/2 + 3, selon que t est de la forme 4/2+1, 
oude Celle- ci 4/2 + 3, Le contraire a Heu dans le cas de /7=8/2 + 5 et 
les r^sultats relatifs k ces deux cas peuvent dtre compris dans cet önoncö. 

Les nombres ^ + \^et^ — yp, et parconsöquent aussi les nombres 
JT et Z/, sont Tun et Tautre de la forme 4/2 + 1 ou de celle-ci 4/2 + 3, 

selon que ( — l) * ^ est 6gal ä 1 ou ä — 1.1 

II rösulte de T^quation (f>^^ + a 1/^* = KL que les nombres K et L 
sont diviseurs de la formule <p^' + af/^' (oü (p^ et au^ sont premiers en- 
tre eux et oü a d^signe un nombre premier 4/2 + 1). Or, on sait que, 
si R d^signe un diviseur impair d'une teile formule, on a 

. (f)=.,.u(|) = -., 

Selon que R est de la forme 4/2+1 ou de la forme 4/2+3. (Theorie 
des IVombres, no. 196.) 

Appliquant be thöorSme aux nombres K et L, il viendra, 

(I) = © = (- •)' 

d'oü Ton conclura ensuite, en multipliant par les expressions ( — ) = 1, 
(—] = 1, trouv^es plus haut: 
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ou ce qui revient au m&me, a ^tant un nombre premier 4/2-f- 1: 

{=^') = {^) = (- o^"^"^- 

Si Ton compare ce qui vient d'dtre prouv^ au r^sultat (ff)^ obtenu plus 
hau^ on verra que a est ou n'est pas r^sidu biquadratique relativement 
k py seien que Ton a 

C^) = e^O = (t). 

4DU 

L*^quation p^=it* — au* fait voir que, si Ton d^signe par % Tune quel- 
conque des deuz racines de la congruence y^^p (mod. a), on a ^^X 
ou t ^ — X (mod. o). II suit de lä, a ^tant de la forme 4/i + l, 

(— j = (— )• D'un autre cot6, comme en vertu de ce qui pröc^de 
^ "^ j = (^— --) on voit qu'on a toujours 

On conclut de lä, en ayant ögard ä ce qui a ^tö dit, il n'j a qu'un in- 
stant, que le nombre a sera r^idu biquadratique par rapport ä p^ lors- 

qu*on a r^^tr j == f-^ 1 oü ce qui est la mdme chose, lorsque ( ^'^"^^ Isasiy 

et que a sera non-rösidu biquadratique relativement ä p^ Iorsqu*on a 

^ ' J = — f — j, ou ce qui revient au m^me, lorsque ( ^'^ ' ^j = — 1. 

Ce rösultat est relatif au cas oü (ß n'est pas divisible par a* Reste 
a examiner le cas de (p divisible par a. En traitant ce cas d'une ma- 
niere semblable, on trouve que, lorsqu'il a Heu, Tun des nombres / + '^^ 
t— '^ (nous le dösignerons par t ±4^) est divisible par a et que Tautre 
^Hh^ est, comme dans le premier cas, tel que 

OU ce qui revient au mdme, en ajoutant a t^yjj le nombre t±\f^y mul- 
tiple de a. 
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(7) 



En comparant ceci a ce qui a ele proor^ plus baut (f), on troiiTi 
qne, dans le cas de ^ dirisible par o^ o est on n'est pas resido biqnadr»» 

tiqve relatiTement ä p, Selon qae Ton a f — j = 1, aa ^— j = — 1, oa os 

qui est la m^me chose, d apres im theoreme connuy Selon qne a esl ds 
la fenne 8a + ^ <^ '^ I^ forme 811 + ^ 

D en est des resnltats qne nons renons d*obtenir comme de oeux qiM 
aons arons etablis dans le paragraphe 4. ; ils ont encore liea quand id£bi9 
p ae pomrait ^tre mis sons la forme /* — o u\ et sopposent aniqnemeBf 
qne les nombres premiers = 4^4*^9 et^=4/i-|-lT soient tels qam 

= 1. Poor les demontrer dsns cette extension, il soffira de sutt# 

la marcbe qni a ete indiqnee rers la fin du parap-spbe 4., et de s^appayer 
tar la proposition anxiliaire, dont il j est qnestion et ä Tenonce de la» 
qneDe on a donne la generalite necessaire poor qu'elle putsse serrir ea 
m^me temps de base ä Is demonstration dn tbeoreme ^neral a la fim 
dn para|;rapbe 4. et a celle du tbeoreme que neos allons enoncer. Cca 
deux tbeoremes n en forment proprement qiADin, et en procedant, comn>e oa 
fa dit ä Tendroit cite, cest ä dire en appliquant a requation f*+ Jfs^ss:^ 
Ott M de5i«;ne le produit dun nombre quelconqae de nombres premiats 
diSerens, des oonsiderations analo^rues a Celles quon a emplojees dans 
ce paragrapbe et dans les precedens, on demontrera simnltanänent cea 
deux ib^remeSy ou plutSt on arrirera ä un tbeoreme dans Fenoncd d«> 
quei ils se trouvent rennisL 

Tbeoreme IL 
„a d^i£:nanl nn nombre premier 4 a -f* 1, et ^ nn avtre aombra 

^pKmier 4^ + 1, td que y—j =: ly $x Ton fait ^ = ^ -j-^J^* 'ou if/ est 

^nppose pair), on pourra decider de la maniere sairante, &i a est an 
«nest pas residu biquüdrjitique par rapport a ^ Si ^ est dirisible par 
^0, sera en ne sera pas residn biqusdratique relatirement ä ^, seion 
^qce e est de la forme Sa-)- 1 on de celle-ci 8ff -{- 5. Si ^ n*est pas 
^divisible par o, on cbercbera nn nombre ziel qnon ait j/^^plrttoi^miy 
^C«la pcse, S€ra ou ne sera pas resi^u biquadratiqce par rapport 4 p^ 

.•rlon qz:* Ten . i^-^) == 1 «»» ^-^^ = - l." 
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En faisant suocessivement a = 5^ = 13, on aura les th^or^mes 
particuliers suivans qu'on doit regarder comme rigoureusement prouvös 
par ce qui pröcede, la formule t^ — au^ n'ayant, pour ces valeurs de n, 
d'autre diviseur quadratique-que celui-ci^* — an% ou en d*autres termes, 
tout diviseur de t* — au* ^tant lui mdme de la forme t* — au\ 

,,p dösignant un norobre premier de l'une des formes 20/1 + 1, 
„20/1 + 9, si Ton fait /> = (p^ + %//* (oü %// est supposö pair) on s'assure 
„facilement que Tun des nombres (f), yp est multiple de 5. Cela pos^ 
lyje dis que 5 sera ou ne sera pas r^sidu biquadratique relativement a p, 
II Selon que c'est %// pu (p qui est divisible par 5/' 

etc. 

En indiquant plus haut une methode qui pourroit servir a ^tablir 
dans toute leur gönöralit^ les th^or^mes L et IL, nous avons dit qu'en sui- 
vant cette methode on se trouvait dans la n^cessitö de s'appuyer sur une 
proposition subsidiaire qu'il paroit assez difBcile de dömontrer en toute 
rigueur. En r^flöchissant k cet inconvönient, j'ai reconnu qu'il etait tres 
facile d'y remödier en modifiant un peu la marche tracöe plus haut. 
Cette modification est extrdmement lög^re et consiste en ce qu'au lieu 
de consid^rer les ^quations ^' — äi/*=/?, t!^ — aü^=zp, qui peuvent n'dtre 

pas possibles quoiqu'on ait l—j = 1 , l—j = 1 , il faut appliquer des 

consid^rations du genre des pr^c^dentes aux ^quations plus g^n^rales 
t* — bu^^=ps\ f^ — au^^=:ps^y (on remplace avec avantage la derniire 
par Celle- ci /*+ flrii* = />»y*i qui peut ölre trait^e plus simplement), aux- 

quelles on peut toujours satisfaire, lorsque les conditions f— j=l| f-^j=l 

ont lieU| comme il rösulte du beau th^or^me que M. Legendre a 
donnö pour juger de la possibilitö ou de Timpossibilit^ de T^uation 
««* + 0y* = y«^ (Theorie des Nombres, no. 27.). 

La d^monstration ainsi modifiäe, outre qu'elle est enti^rement ri- 
goureuse, a encore Tavantage d'une plus grande simplicit^, comme to^t 
lecteur qui a bien saisi Tesprit des considörations pröc^dentes pourra en 
jüger, en developpant cette dömönstration d'apr^s Tindication qu*on vient 
d*en donner. 
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Addition au memoire pr^c^dent. 



Quoique Tindication que nous avons donn^e ä la fin du mömoire 
pr^cödent sur la marche a suivre pour ^tablir d'une mani^re enti^re- 
ment rigoureuse les th^or^mes I. et IL de notre memoire, puisse suffire 
ä tout lecteur familiarisä avec Tanalyse indöterminöe , nous crojons ne 
pas faire une chose inutile, en d^veloppant, avec detail, dans cette addi- 
tion> les dömonstrations des th^or^mes dont il s'agit^ ces d^monstrations 
^tant susceptibles dStre beaucoup simplifi^es au moyen de quelques coa- 
sidörations qui peuvent ne pas se präsenter de suite ä r^sprit Noof 
commenQons par la dömonstration du premier des thöoremes citds. 

Designons par p un nombre premier 4n4~l^.f P^i* ^ un nombre 

premier 4/i + 3, tel que (— y = 1, et consid^rons Töquation 

(«') ^ — bü'^ps^. 
D'apres le theoreme de ja cit6 {Theorie des Nombres^ no. 27.)^ les con- 
ditions n^cessaires pour que cette equation seit possible sont Celles -ci: 

(—\ = 1 et y^j = 1. Or^ de ces conditions la premi^re a lieu par 

hypothese et quant a la seconde, il suit du th^reme connu sous le nom 
de loi de r^iprocitö^ qu'elle a toujours lieu lorsque la premiere est satis- 
faite. L'equation est donc rösoluble. II est Evident qu'on peut supposer 
que les nombres /, Uy s, qui lui satisfont, sont premiers entre eux, com- 
partSs deux a deux. L*equation etant dans cet ^tat» ces trois nombres 
seront Tun pair, les deux autres impairs, et on s'assure facilement que s 
ne saurait dtre pain Le nombre s ätant impair^ les nombres t^ u seront 
Tun pair, Tautre impair et il y aurait deux cas ä examiner Selon que 
t est pair ou impair. Mais quoique ces deux cas soient susceptibles d'dtre 
traites par lu m4me analyse, il est plus simple de n'en oonsidörer qu'aa 
seuly celui de t impair par exemple, et de montrer que lautre peut y- 
#tre facilement ramen^. Faisons donc voir qu'il est toujours peraiis de 
supposer / impair dans Tequatien /* — iü}:=zps^. Si / ötait pair dans 
Vequation («0^ ^^ deduirait des nombres i, u, par le moyen indiqu^ 
dans la cote relative au commencement du paragrapheS. du memoire 
pr^cedenty dautres nombres t* (impair), i/' (pair) tels que, /" — 4ö''=p^^ 
Nous pourrons donc considerer t comme impair dans tout ce qui va suirre. 
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Döcomposons les nombres ^ et £i en leurs facteurs simples, en faisant 

if l\ V^f . ... et h^ h\ h'\ • . • . dösignant des nombres premiers impatrs* 
La seule inspection de Nquation {otf^ donne 

On aura ensuite, en appliquant la lui de r^ciprocit^, p ^tant an nombre 
Premier 4/2 -f- ^9 

(f)=>. (^)='.(f)='. ••■• 

Faisant le produit de tovtes ces expressions et de la formule identiqae 

(^^^^^) = (7) = (?)• 

Le nombre p est de Tune des deux formes 8/24- 1 9 8/1 + 5. Si /» est 
de la premiere forme, on a en vertu d'un thöor^me connu, (— jssi^ et 

parconsögtient aussi f — ) = 1. Donc ^— j = 1. 6i /i est de la forme 

8/3 -{- 5| lo nombre u sera impairement pair, de sorte que v=l, et 
comme on a d'un autre cot6 pour les nombres premiers /> = 8/i4-5, 

(~) = — 1, il viendra (— ) = — l. Les deux cas dont il vient d'Ätre 

qnestlon sont coropris dans la formule 

Reprenons T^uation {pf) de laquelle nous tirons immj^diatement 

{^')=(f). (^)=(-f). (i^)-(f) 

Comme p est un nombre prämier 4/2+1, et 6 un nombre premier 
4/1+3, on trouvera en appliquant la loi de röciprocit^: 

a) = (^). © = (7). (t') = (^') 

La multiplicatioQ donnera ensuite 

nvv'.,.\ _ nvv'...\ ^^ ^^ ^^j pevient au m^me, 

(rO (7)^(t)- 

Cr«Ilt*« Jfioroal. UL Bd. 1. Hfl. ^ 
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Eo mettant 1 tquatioa («0 ^^^^ ^^ forme d'une congruence^ on aura 

t^^ bu^ (mod. p). 

On conclut de \k en äeyant les deux membres a la puissance ^ ^ ■ : 






Ä * II ^ (mod. p)y 



fc» p-i 



ou ce qui revient äu m^me, en rempla^ant u ^ par sa yaleur ( — l)^^ 
donn^e par la formule (ß')* 

t' = (— b)^ (mod. p). 
Cette derni^re congruence fait voir que — b est ou n'est pas rösidu bi- 

quadratique relative ment k py selon que Ton a f— J^i, ou f— j:= — 1. 

Si Ton compare ce resultal ä la formule (yO> on obtiendra cet ^nonc^ 

I» — b est ou nest pas residu biquadratique par rapport a py selon que 

Decomposons actuellement le nombre premier p en deux quair^ 
en posant /i s: <p^ -{• ^^ (o«i >// est suppose pair) et mettons catte Talmir 
de p dans requation («0* 11 Tiendra ainsi 

e — bu" = ^-ip*+^-^//^ 
et Ion aura ensuite en transposant: 

^5_^V = (/ + ^^)(/ — ^^*) = ^^+bu\ 

\jM nombres Sy ty u etant premiers entre enx compares deux 4 iImTj 
on Toit par Tequation («0 que ^ ne saurait dtre diTisible par b. Now 
distinguerons maintenant deux cas seien que ^ est ou n'esi pas diTisiUe 
par by et nous examinerons dabord le demier de ces deox cas. Si 
nous de«$ignoos par m le plus grand diTiseur common de ^ et Uytn sera 
impair i^t non-diTisible par b comme Z. Posons ^^m^y u^s^mm^ et 
substituons ces val^urs dans la deraiere equation. II Tiendra ainsi 

Comme s^f et 5 a' sont premiers entre eux^ d'apres ce qui precede, il 
soit d*un tbeoreme connu qui est uae consequence tres simple de In lei 
de rvcif rocite ^ fi^rie des yombres no. 197.' , que tout dirisettr M im 
facteur biniome du secccd membre qui est eiideaunent impair e^ tel 
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La demi^re ^quation fait voir que chiacun des nortbres t-^x^js; 
t — \^^ est composö de deux facteurs, Tun jdiriseur de m\ I'autre divi- 
seur de 6^(p'^ -f" bu'*. Si nous d^signons ces 4 facteurs par Ey F, K et 
Ly nous aurons ces ^quations 

f + */.j = /T^Z,, ?)^^'» + Äi^" = KL. 

U est facile* de s'assurer que les nombres E et Py qui sont impairs 
Tun et Tautre^ comme diTiaeuri de m^y sont premiers entre eux. £n effet^ 
si oes nombres ötaient divisibles Tun et Tautre par ua m^nae nombre 
preaiier ^y & diviserait chacun des nombres t-\-\l/s^ t-^xt^s et par con^ 
s^ueat aussi leur demi - somme et leur demi - diff^rence^ c'est a dire^ le^- 
nombres t et 4/s. D'on autre cot^, comme i divise m\ il divlsera aussi 
le nombre <Py <p ^tant ögal ä ni<p'y il suit de la et de ce que <P^ + v^^ est 
^gal au nombre premier p, que n/^ n'e^t pas divisible par b. II faudrait 
douc, d'apr^ ce qui pr^cede, que S füt diviseur commun de t et s, ce 
qui est impossible^ ces. nombres ^tant premiers entre eux. Donc les nom^ 
bres £ et i«^ sont prertiiers entre eux, et comme leur produit est un 
quarrö, chacun d'eux en sera pareillement un. On a donc 

On a aussi 

iT et L 6tant des diviseurs de 6^(p'* -f- äw'\ On conclut de la, en mul- 
tipliant: 

ou ce qui est la möme chose: 

Si Ton fait attention que b est un nombre premier 4/2 -f 3, on pourra 
präsenter de cette autre mani^re la deVni^re de ceS expressions, 

La derniere ^taat mise sous cette forme, on voit qu*on peut les com- 
prendre Tune et Tautre dans cetle formule 
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c 



dan« hquolU U$ ^gnos aont k Tolont^^ mais les meines dans les deux 

Commo on a f-£-j = ]^ la oongruence T^^p (mod. b) est possiUe 

ot a> commo Ton sait» deuz racines entre les limites — ib et {b. D^ 
aif^nona pur 3S l'una de ces racines prise au hasard. L'equation (a^ doniit 
c^tU eougrueneo t^^ps^ (mod.i). Si Ton compare celle-ci k la pr^ 
c^dente^ on aura f*35%^^* (inod«6). On conclut de la^ ±,t^x^{^oooA.6)p 
U ai^ne ^lant tantdt p<>3itif> tantöt negatif et d^pendant du choix qne Ton 
aura fait entre Ie$ deuz racines de la congruence T^^p (mod. b). Let 
si|(nes f^tant «^ Tolont4 dans la formule ($0 on peut supposer qu'ik j aont 
Ii3 m^mes quo dans eelle*ci ±/^x^ (inod.6). Remplagant ±,t par le 
ttombre x^r qui ne diff^re de ±f que par un multiple de b, il rieiiirm 

D%iu autr# cotey si Ton se rappelle que 6 est de la forme 4« +3, on tirera 

de la fi>rmule ± / = x^ (mod. 4), ± (-J.) = (^). Si Ton muhiplM 

c^tte exprt<»ion par la prec^ente» on aura» les signes etant les miftmee 
dans iNM deuz formules» 

('-^)(t) = t 

^Hi i>^ qui n^Tient a« m<^me: 

if^) = (i> 

$i r<^n compare eetto lormule aTec c« qui a ete proure plus katut 0% 
^^ oMkihfan c^ r^^«»ultat: 

1^ — 5 ^;i;t eu meel pa^ riHii^ts biqu^dratique par rapport 4 pp 

( .H*^-»~H^ — >■- 

CV f^^wItM eet rriitif au e» e4 ^ u^s/t j^s ürisSiU par L Exai 
ui^uuUm<ttk W c» die ^ dinstUe par iw Sairiut i"^^ et i^ respecti^ 
bH^ pui$;$aftcw ki$ ptu» eieWw <^ b qui diviMut^ et x :>eli p^uTant <tto% 

wtl!^^ % so^l dr pfecs m I^ pba<s {rUBtA £vwur cemotma tie ^^ tt ^ Sa 

«eu^ &iMHL <^=:r^.7t^« as:i^m^ fes umsIVms ^ et a% diMt 1» 
x^KBMT ent itt^«ur« Le jw^md püur» «reut ppwiiagf e«tr% eKz» tfc 
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diTisibles par b, et m sera impair et non divisible par b. La sabstitu- 
tion des valeurs pröcödentes donne cette öquation 

n faut maintenant di^tinguer deux cas Selon que Ton a x > A ou x ^ A. 

Dans ce premier cas^ le facteur binome du second membre peut dtre mis 

80US cette forme : 

b'^^^[u'^'\'b(b'^s<py\, 

oü il faut remarquer que les nombres u' et b*~^s(p' sont premiers entre 

eux. .Dans le cas de 7c<Cih, on mettra le facteur binome sous la forme 

suiv ante : 

oü les nombres s<p^ et b^^^^u^ sont premiers entre eux. On voit donc 
que le facteur binome est toujours le produit d'une puissance de b et 
d'une formule impaire teile que g^ '{' bh\ dans laquelle g et bh sont 
premiers entre eux. Dösignant par b^ la puissance de b dont il s'agit^ 
on pourra donc öcrire la derni^re ^quation de cette maniSre: 

Les nombres t'\'\J^s, t — yps ne sauroient dtre divisibles Tun et Tautre 
par by puisqu'alors leur demi-somme qui est tj le seroit aussi, ce qu'on 
a TU plus haut dtre impossible. Si Ton d^signe par t±,y\js celui de ces 
deux nombres qui est divisible par by on aura ^db^^^O (mod. i) et je 

que Taütre f^^^s est tel que ( '^u^ ) = ^' ^^ ®^®* f^^ps ^stcona- 
posö de deux facteurs £ et JE* dont le premier JE! divise m\ le second 

Ovf on s'assure comme dans le cas de (P non -divisible par i, que 
JE est un quarrö, de sorte qu'on a f-r-y = 1. On a aussi ^— j = i, Jf ötant 
diviseur de g^'\'bh\ On conclut de \k en multipliant: 

n est permis d'augmenter t -h 4^ dans cette formule d'un multiple quel« 
eonque de b. Ajoutant le nombre / ± ^^ qu'on a tu 4tre un tel mul- 
tiple, il viendra ^-r-j = i, ou ce qui revient au mdme: ("r/^VT"}* ^^ 
sultat dont la comparaison avec un thöor^me connu fait volr que dan» 
le cas de (p divisible par i, on a \^j s= i ou ("r-) =^ — Ir Selon que b 
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est de la forme 8/1 + 7 ou de celle-ei 8/1 + 3. Si Ton combine ceci 
aveo le rösultat obtenu plus haut (i% on troure que^ lorsque (f) est mtrl- 
tiple de b: 

,y — b est ou n'est pas r^sidu biquadratique par rapport ä p^ selon 

„que b est de )a forme 8/1 + 7 ou de celle-ci S/^ + S." 

£n r^unissant ce dernier r^sultat ä celui auquel nous sommers par- 

venus plus haut (^^), on aurä le thöoreme I. ^onc^ ä la fin du para- 

graphe 4. du memoire pröc^dent^ thöor^me qui se trouve ainsi ötabli 

d'une mani^re tres simple et enti^rement rigoureuse. 

- Occupons nous maintenant de la dömonstration du thöoreme IL 
Dösignons, comme dans tout ce qui pröcede^ par a un nombre premier 
4/1 + 1 et par pun autre nombre premier ögalement de la forme 4/2 + 1 

et tel que i—j ^=^ !• On conclut de lä^ en appliquant la loi de r^cipro* 

cit^, qu'on a aussi l—J = 1. Ces conditions ajant lieu^ il suit du thöo- 

reme d^jä cito plusieurs fois> que T^quation 

(flO t^ + au^^ps", . 

peut dtre r^Iue. Si Ton supposä que ks nombres t, u, s, comparös deux 

ä deux^ n*ont pas de diviseur commun^ « sera pair et les deux autres se- 

ront Tun pair^ Tautre impair^ comme il est tr^s facile de le voir. II est 

\ evident en outre que^ si T^quation est dans cet ^tat^ u n'est pas divisible 

par p, s ne Test pas par a, et t n*est divisible ni par a ni par p. 

Döcomposons les nombre^ t et u en leur facteufs Aifnples, en fai- 

sant u = 2''kk'k'' ...., t =z If'lVV' ...., k, k% t' et /, l\ V' .... 

d^signant des nombres premiers impairs^ et Fun des noihbreflf (ky v ätant 
ögal a 2^ro. 

L*equation (nO donne d'abord 

©=>. (f)='' fe)='' 

d'oü Ton conclut ensuite en appliquant la loi de röciprocite: 

(f)='.(f)=>. (?)=•.••• 

Faisant le produit des ^uationc pr^c^entes et de Nguatien idetttiqae 
(f) = (^)' »• ^""^•'* 



• • • 
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II rösulte encore de T^quation (fi^, qu'on a 

\t) — \Tr VF/ ~ \7P \W — W' 

Gomme les nombres premiers a et p sont Tun et l'autre de la forme 
4/2-}" 1> on conclut de ]k, en vertu de la loi de r^ciprocitö: 

ö = (i). (^) = (^). © =0 

Multipliant entre elles toutes ces expressions^ il viendra I'öquation 
qui'se change en celle-ci^ si Ton multiplie ses deux membres par (~)(^* 

iirK) = im- [ [ 

Distinguons actuellement deux cas, selon que u est pair ou impair. 
Si u est pair, t est impair; on a donc alors fi^^O, et la demi^re ex- 
pression se röduit k celle-ci: 

(t) = (i> 

Quant a la formule (—) = f— V il est faeile de voir qu'elle ^quivaut, 
dans ce cas, k celle-ci: 

(7) = (- ')'^- 

Pour s'en convaincre, il sufHt de remarquer, que, si p est de la forme 
8/1 -j-l, on a l—j = 1, et parcons^quent aussi l — j = l, et que, si /i a la 
forme 8/2 -f- 5, v est ögal a Tunitö et qu'on a pour tout nombre premier. 
p=:8n + 5, {j) = — l. 

Fassons ä l'autre cas qui est celui de / pair et u impair. On a, 
dans ce cas, v = 0, ce qui reduit la formule i—j = (— ), a y—J = l. 

Si les nombres p et a sont Tun et l'autre de la forme 8/2+1, ou 
Pun et l'autre de la forme 8/2 + 5, on a (~) = (— ) et parconsöquent 

au«i (^) = (|"), et la formule (f ) (?) = (^-) (j) «« change en ceUe- 
ci (— ) = (— j. Si> au contraire, les nombres 0, p sont Tun de la forme 



8« + 1 , Tautra i% la forme Sn -f- 5> on a (— ) = — (— V IXuii autr« 
coti^» rinspection de requation fait roir qne, dans oe cas, le nombre / est 
impair^nient pair» de sorte que i^^^ssi. On a donc alors (— )=^ — (— V 
Ce$ deux msultats sont compris dans la formule 

Si neos r^uiiiasoiis tout ce que nous Tenons de prouTer^ noas auroiu cet dnencA 
,Si ü ««t pair, ron a W = {^), {^) = (-1)^5 si « eH ii». 



p/ \a/ \p 

1 



Hinr«.(i)=(i)(-.)^*-,(^)=. 



Ea conpareint ce Ksuhat arec la conj^ence / ^ ^ ( — a) ^ m^ 
(mod* ^)> qui se deduit i m m e diatement de requatiott fy)^ on tiouieia em 
muhat: 

.Si « est pair» • est o« m^eet pas rdsida liquadraliqiie per nppert 

i ^ ariott que Ton a 

V"^ w^ ;» « e$t impair« • «st 00 nVst p^s read« biquadraliqve 
VlatiTememt a 9. s^hm q«e Fea a 

-It) = ^->'^ - (t) =^ -v-1)^.- 

IWoNnpewM /r eia dt*ax quam»» eü ponat ;» = ^ 4- *^* (x^ e 
f^ipieilii pair% Ia MVitilutiML o^ »tte rmlevr dass f eqoalM ^^ 

;t + >i;r\-- — Cof' sK ^r — mtk\ 
^hf» dirtiai^CiMr^as auiiiteaaAt d«Hu »s iitt^m qu« ^ est ea sfcst pae di- 
¥itt&2e por «. FreoiiMr cHiS: ^ nest poj diTisible pu^ c Ceoune f est 
ittpoLir «t Qü^ii^diTiit^je pur c« W plw |?«ei4I dirisear ONmBSB de ^ et 
i£t :u «(^^ 0»^^» dieÄ^oMeo« paer ffu aara a.«» iaBp.ur et a»ia* 
«. $i a»Htz» tfcuao« «p^^'rt^« igi=^/nig\ NqTcftfiBHi preoeds»te s« c 

e est ^otittir i xx <c p^iirceoiieqwait anssi x xi« f' c»t ex^SeoMnit 
aür ä xx> dmc ^ j^ et <<;l' aMt pa» du d^vwar o^oroitctiii. Ciua nfTtitr 
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Dösignant par -E, K, F et L quatre iad^termin^es , nous pourro ns 
remplacer la derniere ^quation par celles que je vais öerire 

^ -f x//^ z= EK, m^ « EF, 
t — yi^s = FL, KL = {s(p'') — au'\ 
On s'assure facilement que les nombres impair« E et F sont premiers 
entre enx. U suit de la que chaoun d'eux est un quarri§^ de Sorte qu'on a 

(1)='. (!)=■• 

II faut maintenant considörer successivement le cas Ae u pair et celui de 

2/ impair. Si 2/ est pair^ ii^= — le sera pareillement, et oorame €(p' est 

toujours impair^ (sCpy^^au^* sera ögalement impair. Les nombres K 
et L seront donc dans ce cas impairs Tun et Tautre et comme ils divi- 
sent le binome pri^cödent^ on aura 

(1)='. (^)='- 

Multipliant ces ezpressioos par celles que nous venons d'öcrire^ il yiendra 

Conime a est un nombre premier kn-^-l^ il est permis d'öcrire la for- 
mule r ~^ J = l de cette autre mani^re: H^Il—S = i. On a donc, 
dans le cas de u pair, r^^^=^J = l, le double signe ötant ä volenti. 

Fassons au cas oü u est impair. Le nombre «' s= — sera ^ga- 

lement impair dans ce cas, et comme les quarr^s impairs (scpy, u^\ 
sont de la forme Sn-^-l, on voit que le binome (s<[>y^^au'* sera de la 
forme 8/2 ou de la forme 8/2 -f- 4, seien que a est de la forme 8/2 -|- 1 
ou de Celle -ci 8/2 + 5* II est facile de s'assurer que, si a est de la forme 

8/2 + 1, on a (^) = 1, (^) = l- En effet, si Ton fait K=z2f^K% 2^ 
4tant la puissance la plus ölevöe de 2 qui divise K, K' sera ua diviseur 
impair de {s<^'f — <iu'^ et Ton aura (—^ = 1. D'un autre cotö, on sait, 
par un theor^me connu, que tout nombre premier = 8/2 -f 1, est tel 
que (— ) = 1. On conclut de la (-^ = 1, et multipliant ensuite par 
^^=i,il viendra (— ) = 1. On prouve d'une maniire toute semblable 

CreUe*! Jouriuil. UI. Bd. 1. Hft. 9 
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gu'on a aussi i-^j ^ 1. Multipliant ces' for/nules par les expressions 
(—j = 1, (— j = 1, obtenues plus haut, il yiendra 

II est facile de voir que ces r^ultats^ qui ont lieu^ lorsque j/ est impair 
et qu'en mdme temps a est de la forme Sn-^l, peuvent dtre röunis dans 

la formule f — J = 1, dans laquelle le double signe est k volontö. 

Le nombrec^ ^tant toujours impair^ supposonsa de la forme S/i-f*^* 
Le produit AX, qui öquivaut au binohie (s(py — au'*, ^tant alors de la 
forme 8/2 -f" 4, et les nombres K et L ^tant ^videmment pairs Tun et 
Tautre, chacun d'eux sera de la forme 4n^2, de sorte qu'en faisant 
JSr= 2K\ L = Q,L'y K' et L' seront impairsj et comme ces derniers 
nombres sont en outre di-viseurs de (^<P0^ — au**, il suit de ce qui a ^t^ 

dit plus haut, qu'on a (— ) = i, (— )=l. Mais on a, d'un autre cotti, 
a ötant de la forme 8/i-|-5, f — j = — 1. Multipliant par les expressions 

pr^c^dentes il viendra d'abord (— )= — 1> V )^^ — ^^ ^^ *^ ^'^^ ^^^"^ 
ensuite le produit de ces nouvelles expressions et des expressions (— ) =s l, 
(— ]= 1, trouYÖes plus häuf, on aura 

Ces r^sultats» qui sont relatifs au cas oü u est impair et oü le «lombre 
o est de la forme 8/i4~^> ^^^t compris dans la double formule 

C^^) — >• 

En rösumant tout ce qui pr^c^de, on aura cet ^noncö: 

„ Si u est pair, pn a ^ ^ — j = l } si, au contraire, u est impair, 

„on a ^ — ==-j = ( — i) * , le double signe ötant ä volonte dans Tun et 

„Tautre cas." 

' On a vu plus haut (-^^ que, lorsque u est parir, c est ou n'est pas 

r^sidu biqnadratique par rapport k p, selon que Ton a (— ) =: i, on 
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f — y == — 1. D'un autre coti, il r^sulte de ce qui pröcede^ qu'on a, dans 

^—•=-1 = 1. On conclut de \k quo, si u est pair, ör est 
ou n'est pas r^sidu biquadratique relativement a p^ selon que Ton a 

(t) = e^) ->•> (t) = - f^i- 

On a 6gaiement vu phss haut (^) que, lorsque v est iippair^ a est Oju 
n'est pas ri^du ibiquadratique par rapport a Pf seien que Ton a 

(f ) = (- ^)'^ o" (t) = - (- »)'^- 

D'un autre cotö, Tönonc^ pr^c^dent fait yoir, qu'on a, dans la cas de u 

impair, \ ~ ) = ( — l) * • En comparant ces deux rösultats^ on con- 
clut ^ que, lorsque u est impair , a est ou n'est pas ri^sidu biquadratique 
relativement ä py selon que Ton a 

(t) = (*^) »" (t) = - f^r 

La conclusion ötant la mdme dans le cas de u pair et dans celui de u 
impair^ on peut önoncer ce rösultat: 

„Si a est rösidu biquadratique relativement a />, on a f — j 5= y^ — ) } 

„si, au contraire, a n'est pas r^sidu biquadratique par rapport ä p^ on 

„a ^— j e= — \ ^^— j ^ Je double signe ätant ä volonte dans Tun et Tau* 



„tre cas/' 



Comme on a Uh\ = l, la congruence '}^^p (med« ö), sera possible 

et aura> comme Ton sait, deux racines entre l^s limites -^^a et ^a, 
Supposo ns que % d^signe indistinctement Time ou Tautre de ces racines. 
On tire immödiatement de Ti^uation (tfO» i'^^ p^ {moA.a)^ congruence 
dont la compar^ison av«c la pr^c^nte «donne /^^%^tf*, +^^%,y(mod.Ä), 
le ^j^e.^si^^j^ieur ajant lieu pour Tq^p ettle ^igne inf^rieur ppur Tautre 
des 4eux.racinQ3 de Ja ,QQi^gr.ue(iQ/d X^^p (na.o,d.,a). Qi.a est rösidu lii- 
^quadratiqne relativement a j^y on a, i^o^me r9n a.vu .^ ^y ß^ qu'un i^- 

5taiit> u^Vgss r^^— ^ K Xie double ii^e 4tant k volenti dan« cette for- 

<]tu)e, I10U6 poo/vons le supposar.^gal a oelui qui se trouve däna la con- 
gruence '±,t^x^ (mod.:^)« « Si naus «reipplagona ± / par ;t ^, il viendi^a : 

. 9* 
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IKuD autre cote, od tire de la* congruence +/^x^ (niod.o) en se rap- 
pelant que a est de la forme 4ä + 1, (— j = \^ (-^j. Si Ton multiplie 
maintenant membre par membre cette eqaation et la p^cedente, on aiira 

(t) = (t) (4^) (t) •" «• -n-' ""«»« " •»'-»= (^^^='. '^^ 

sultat qui a lieu lorsque a est resida biqaadratiqiie relatiTemeiit a p* Oa 
trourerait de )a m^me maniire^ que, si a n^est pas residu biquadratique 

par rapport i />, on a (^-^^— ) = — 1- 

Ces resoltats sont relatifs au cas oü <p n*est pas dirisiUe par o. 
Resterait a traiter le cas ou ^ est diTisible par a. L'analjse qu'il faut 
appliqaer ä ce second cas, etant entierement semblable a celle qne noiis 
arons exposee avec detail dans ce qai precede, nous nous dispenaerons 
de la derelopper ici, et nous nous bomerons ä ^oncer le resoltat au- 
quel eile conduit: 

„Si 9 est dirisible par Oy o est on n*est pas residn biqnadratiqiie 
„par rapport a p^ seien que a est de la forme 8ii-|*^ on de ceUe-ci 
»8/1 + br 

Ce resnltat et celui qui preeede constituent le tli^reme IL eiioiic6 
dans le demier paragraphe du memoire precedent. 

On a Sans deute remarque que les enonces des tbeoremes L et IL 
sont tels qu'ils n'j entre que la racine 4/ du quarrt pair 4^ que Ton ob- 
tient en decompesant p en deux qnaires U seroit facile de modilier ccs 
enences de maniere^ n ce qu*ib ne renfmnassent plus que la racine p 
da quarre impair. On j parriendrait es smTant une marche entierenoMat 
aemUaUe a celle que neue aTona egporfe dans ce qui preeede» 

Les r^snltats (Jt) et (^^ war lesquels nous nous sonunes a^mj^ 
pour etablir les tbeoremes L et IL, renfennent eoz m4mes une ■ulmitrf' 
de tbeoremes intä^essans analogues an premier des tbeoremes de M. 
Ganfs. On dedniL par earempfe, de rdnonceC^'), » J «i^osant « =s5: 

«.^ designant un nomhre pienii ei aOü^-l» si Fon&it p^^i^^Sm^^ 
^S aerj oa ne scra residu biqnadrnliquo reiatiTeaKnt a p^ seieii quo ar 
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yyest pair ou impair, au contraire, si p d^Igne un nombre premier 
„20/2 + 9 et qu'on fasse de mÄme /issr'+Sw', 5 sera ou ne sera pas 
,,rösidu biquadratique par rapport ä p, selon que u est impair ou pair." 

Les rösultats (S^ et (dO ^^ rapportent aux ^quations 

<* — bü^=sps^f ^-^ au^^ssps^. 

On trouverait par des considdrations du rndme genre des rösultats ana- 
logues rölatifs aux öquations i'^'\' bü^ =i ps\ ^ — au^^=^ps^. 

En traitaut la prämiere de ces ^quations et faisant ensuite, poiur 
donner un exemple> 6=3^ on auroit ce th^oröme particulier : 

yyp d^ignant un nombre premier 12/1+1^ si Ton fait ^ = ^^-|-3z/% 
yyt sera un nombre impair. Cela pos^^ je dis que 3 sera ou ne sera pas 
„r^sidu biquadratique par rapport k p^ seien que t est de la forme 
„12/1 ±1 ou de celle-ci l2/i±6." 
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4. 

Ueber Reihen, durch welche höhere Potenzen des 
Bogens durch den Sinus ausgedrückt w^erden. 

(Von Herrn Dr. E, /. Sohohz in Breslau.) 



In den M4langes d'analyse, herausgegeben im Jahre 1815 von Herrn 
y. Stainville, findet n^an fiir das Qtiadrat des Bogens eine nach den 
steigenden Potenzen des Sinus geordnete Reihe , die sich durch die Ein- 
fachheit ihrer Form empfiehlt. Die Methode^ nach welcher man mit 
Hülfe der Difi*erenzialrechnung diese Reihe ableiten kaan^ schien mir 
einer Anwendung auf höhere Potenzen ^es Bogens färhi^; zu sein^ und der 
Versuch, den ich damit machte, bestätigte meine Vermuthung. Das 
Gesetz, nach welchem sich die Form der Coefficienten der Sinuspoten- 
zen richtet, ist wenigstens noch für die 3te, 4te, 5te und 6te Potenz des 
Bogens sehr einfach. Für noch höhere Potenzen ist der Ausdruck aller- 
dings verwickelter, kann jedoch nachweislich ohne Schwierigkeit aus 
den vorhergehenden Potenzen abgeleitet werden. 

Die eben erwähnte Methode, das Quadrat des Bogens durch eine 
nach den Potenzen des Bogens fortlaufende Reihe auszudrücken, beruht 
auf Folgendem: Es sei (p der Bogen, x=s sin(p und ys:z<p\ so ist 

d(p =z «TTj jr. Die Reihe, durch welche y oder (^^ dargestellt werden 

soll, mufs nothwendig nach den geraden Potenzen von x fortgehen, weil 
(f)^ einerlei Werth erhält, man mag x positiv oder negativ nehmen, und 
daher folgende Form haben: 

y = a^x'''\'a^a^ + xeafi'^ + fl^2n-^^""*4"OM^'*+ ^^c. 

Aus <P'^y folgt Öy = 2(p5(p, |Z=_^L., |£^(i_^.) = a^^ ^„j 



nach nochmaliger Differenziirung a^l^Cl--^*)-^:^^^^] 
und hieraus die Gleichung 

Q^l V^ -^^ * dx 

Aus der angenommenen Reibe erhält man aber 
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|^=2aa^ + 4a^ar'+6a6a?' +....+ (2n — 2)a«,»-^ia:«'^+2iia«„«»~»+ etc. 

dx. 

|1^ = 2aa +3.4. a^x» +5.6.a«sc*+.. .. + (2«— 3)(2«— 2)a»H_,a:«"-«(2n— 1) .2no»,ar*-»+ el c. 

Die Substitution dieser Werthe der Difierentialquotienten in jene Glei- 
chung giebt folgende: 



|2a,+3.4.Ä4 
^ 2.aa 
— 2.aa 



x*-f-5,6.a5 
— 3.4.0^ 
— 4.0^ 



Ä«"-«-f- etc. 



a?*+ + (2n— 1) . 2« .«« 

— (2n— 3) (2n -2) . aa,^-, 

— (2«~2).a,„«9 

ivodurch die CoefBcienten der Potenzen von x in der Reihe für (p* be- 
stimmt sind: 

2a» = 2 , 3.4.a^ = 2*. a^ , ö.ö.a« = 4^ a^, .... {2n—i)2n.aan = (2n— 2) »./!«,_,; 
a^-l, «4—3:4» ««-SÄÖ^'^ n. s. w. a^ — ————, 

woraus von selbst folgt: g^n = o ^ f,L -r o * /»^ ^4n o 9 welcher Ausdruck 

^ ^ o.*.o,o./.ö....(2/i^l).2/i' 

sich auf folgenden reducirt: a^^s^ q\ -y'^/o "T\ * I^i® Reihe ist also 

folgende: 

— 2 I 2.jc^ , 2.4.x^ , 2.4. 6.30^ , , 2,4,6... .(2n — 2). x«" , 

y — "" "*'3T2"'"3.4.3 +3.5.7.4 '^""'^ 3.b.7 ....{2n—i). n "*" ^ * 



Betrachten wir nun ganz allgemein irgend eine beliebige Potenz 
des Bogens <P"y so haben wir zwei Falle zu unterscheiden ^ wenn nem- 
lieh m eine ungerade^ und wenn m eine gerade Zahl ist. Wie auch 
die Reihe für (p*^ gestaltet sein mag, so erhellt wenigstena so viel, dafs 
in derselben die niedrigste Potenz von x die mte sein mufs, und zum 
Coefficienten 1 hat. Ist m eine ungerade Zahl, so sieht man sogleich, 
dafs in der Reihe für (ß^ die Potenzen von x nur nach ungeraden Expo- 
nenten fortschreiten können 9 weil der Zahlenwerth von $'" für positive 
und negative x gleich, sein und nur entgegengesetzte Zeichen haben mu(s. 
Ist aber m eine gerade Zahl, so .können die wachsenden Exponent(:n von 
X nur gerade Zahlen sein, weil P*^ gleiche positive Werthe, sowohl für 
positive als negative x erhalten mufs. Aber im einen wie im andern 
Falle wird in der Reihe der Exponent einer jeden Potenz von x immer 
um 2 kleiner sein als der der nächst höheren Potenz, so dafs also, mag 
m gerade oder ungerade sein, die Reihe für (p"" immer folgende Form 



2 
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haben wird, wenn man (p'^ssy setzt: 

y = a^^'~+ a^+2^"+' + öm+4'^""*^ + ---- + flf9^^+ etc Qi) 

^0 (j von der Form m -f^ 2/^ sein, und zugleich mit m gerade oder un- 
gerade sein mufs, und isr^ s= j. ist 

Mit Hülfe der vorhin gebrauchten Methode zur Entwickelung des 
Quadrats des Bogens in eine Reihe, kann man nun die Coe£Bcienten in 
der Reihe für ip*" durch die Coefficienten in der Reihe für (p*"""^ bestim- 
men, so dafs man also immer, wenn die Reihe für irgend eine Potenz 
des Bogens bekannt ist, im Stande ist, die Reihe für die Potenz, deren 
Exponent um 2 gröXser ist, zu finden. Wir wollen uns nun, um (p** durch 
eine Reihe darzustellen, die Reihe für (p*^^ gegeben denken, und indem 
wir z := ^"'"^ setzen, der Reihe diese Form geben : 

z = h^^ofT-'- + h^x"^ + Ä^2J?^"*"^ + •••• + ^^^ + etc., 
wo wieder h^^^ = 1 und yt=im + ^^ i*^- 

Aus y»^'* erhalten wir 3^ = ^^r^> ^^^ g^/'( !--«■) =m(p*~% 

und letzteres noch einmal differentiirt, dann mit /"(l — a^) multiplicirt 
und z statt <p^* gesetzt: 

1^(1-^)-^!? = {m-D.m.z.... (M.). 



Wenn man nun die aus (ß.) erhaltenen Ausdrücke für die Differential- 
quolienten : 

wa«^'^*' + (^ + a)ö«+a^'*^ + (^ + 4)öm+i^"*"*"' + • • • • 



C V 



• • • 






• + (y — 2) ö^tt x'f-^ + ^. Og ;r^-* 4- etc., 



X (m-l)m a^ap'^+Cm.f l)(m+'2)flr„^:r^+(m+3)(m+4)ö^^^+«4. ..^ 

• • • • + (y— 3) (y— a) ö^or^-* + (y-^l) 9 . a,x9-^ -f etc. 
in die Gleichung (M.) substituirt und statt z die demselben gleichgesetzte 
Reihe schreibt, so bekommt man, indem man gleiche Potenzen Ton x 
zusammen ordnet: . 



(m — l).m.am 







. — (m — 1) . m • hm—i 



rc^-«.f (m+l)(m+2).a«+, 
—{m — l).m.&,n 

— (jn — 1) . m • ba-^q, 



— (m+2)ain+a 
qp9-« 4^ elc. 



x***« 



Hier- 
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Hieraus ergeben sich folgende Bestimmungen der mit a bezeichneten 
GoefBcienten : 

= *„-.= !, 

_ m* . gm 4" {ni — i)m .h^ 
(m+l)(m+2) ' 

— (^ +2)^ . gm-ffl 4" (^ — ^) ^ ' ^m-Ha 

(m+3)(m+4) ' 

_ (m+4)* . gm44 + (yyt — 1) m > ^m44 

(m4-7)(mrf8) ^ 

U. 8. W. 






und endlich 



oder da 7 = m +2;i: 
und eben so Og^ oder 



( j — 2)* . <y7~tt+ (m — 1) m . &y-a 

(m4-2p— 2)^.gm-HP-«+(^~^)^'^^-HP-^ 
{m+2p — l)(m+2p) ^ 



«-Hp+a 



_ (m4-2p)^,gm4-ap + (^ — ^)^'^m-Hp 
(/n + 2p+l) (i»+2p + 2) • 

Substituirt man nun in a„^ den Werth von a^ =: d,„^, und den so be- 
stimmten Werth von a^^ in a„^^ und o,»^^ in a^^+e u. s. f., so findet 
man nach Ausführung der gehörigen Reductionen: 



TU • 7?i 






7?t • 71t 



2y(*»-+^Ä„), 



'*'»+« — (m+1) (w+25 • *""- "T (m+1) (m+2) ' "» " (m+l){m+2) 

w (m i- 2) . m / , j^ m — 1 . \ i^ (m — 1) . m , 

*''»+* — (m + l)(m + 3)(« + 4)\'''»-»"I ^^T"**"*^ "*" (m + 3) (m + 4) * ""+ 

TW (m + 2). TW /, , TW— 1 ,, I (m— IKm + l), \ 

— (m + l)(m + 3)(m + 4)\'''»^"r~^r'*"'"*"" »n.Cm + 2) ""+•/' 



und auf dieselbe Weise: 

Tw(m+2)(7w + 4).in 

'*'*•< ~ (m + 1) (m + 3) (m + 5) (TW + 6) 

TW — 1 



V^Ä . "»-^ f. I (m-l)(m + l) . . (m~l)(m + l)(m+3) |, \ 
XVOm-.i- ^ -Omi «,(m + 2T" "•***"*" T«..(Tw + 2)(m + 4) •**»+♦;' 



^A i_ "»— ^ A I (m— l)(m4-l) . 



Tw(m-f 2)(Tw + 4)(m + 6).Tw 

<'"48— (to+1)(tw+3)(i»+5)(»»+7)(to+8) 

. (tw— l)(Tw + l)(m+3) . , (tw— l)(Tw + l)(T»+3)fm+5) . \ 
f m(in + 2)CTW+4) '"'^'T ,n(»w + 2)(m + 4)(m + 6) •"»+«;' 

woraus man sieht, dals der allgemeine CoefHcient, d. i. der zur f'ten 
oder (i7i -J- 2/>)ten Potenz des Sinus gehörige, folgende Form haben wird; 
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m (m+2) (m+4) . . :(m4-2p— 2) m /, i ^nl 4 , (m— l)(m+t) , 

^"H^~(m+l)(m+3Xm+ö)...(m+2/>— l)^m+2p\ '^"*" m '""*' 7n.{m + 2) "^ 

( m— l)(m+l)(m+ 3) . , Cm-l)(m+l)(m4-3)>,.,Cm4-2p-3) . \ 

m(m + 2)(m + 4) • ^«+4 + • • • • -i" ^(m + 2)Cm + 4). ...Cm + 2p — 2) •''"»^^^A 

Von der Richtigkeit dieses Ausdrucks kann man sich leicht über- 
zeugen^ wenn man diesen Werth von a„j^p in die Formel für den nächst- 

folgenden Coefflcl«... a^^ = ^'"\l'l^;Tin^"+,'^+-2''^ "*'•' 
indem man dann diesen letzten Coefficienten gerade so gebildet findet, 
als wenn man in den Ausdruck von ö^m+sp statt 2p gesetzt hätte 2;> + 2. 
Denn daraus folgte nach der bekannten Schlufsfolge^ dafs das in Oj„^^ 
ausgesprochene Gesetz der Bildung der Coefficienten allgemein richtig 
ist, da es für öm+a> 0^+4 u. s. w., oder für p = 1, == 2, u. s. w. gilt. 
Nur flr^=i„_g, welches der allgemeine CoefEcient für /i = angeben 
müfste, scheint in demselben nicht mit eingeschlossen zu sein, doch 
kann man dem allgemeinen Coefficienten, ohne seinen Werth zu ändern^ 
leicht eine solche Form geben, dafs man daraus auch den ersten Coeffi« 
cienten ohne Apstols wieder finden kann. Nach den so eben aufgestell- 
ten Bestimmungen der Coefficienten kann man nun die Rsihe für eine 
jede Potenz <p'"=y ableiten, wenn man die Reihe für die um 2 niedri- 
gere Potenz (pr'^~® = z kennt. — Wenden wir dies nun zunächst an auf: 

Die 2te Potenz. Für diese ist m = 2, und also, wenn man 2n statt 
jr = 772 -|- 2/1 schreibt, 

(P* = y = a^x^ + ^4^ + + ö'an^*' + etc. 

Die Reihe für die um zwei niedrigere Potenz (p'""^ = (p** = i beschränkt 
sich auf das erste Glied ^ = 1, so dafs also b^^^ t= 1, aber alle übrigen 
mit b bezeichneten Coefficienten sind. Setzt man nun in den für (ß"* 
allgemein gefundenen Coefficienten b„,^ = 1 und alle übrigen mit b be- 
zeichneten Coefficienten =0, und 772 = 2, 772+2p = 2/i, so wird man 
sie genau so erhalten^ wie vorhin aus der unmittelbaren Bestimmung der 
Reihe für (p*. 

Für die 3te Potenz ist m s= 3 und nunmehr (p^ = <p^ = y, und die 
um 2 niedrigere Potenz, nemlich ^ = (p, wird bekanntlich durch fol- 
gende Reihe der Sinuspotenzen ausgedrückt: 

*-^+i.2.3'' +2.4.5* +•••'+ 2Ä6:::(2;j:5)^^ 
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Da m = 3, so hat man Ä,^=i.= i, i„=Ä,=:^, Ä„^ =-*,=- 1^| , 

13 5 
Ä„4.4 = 6' = -K^^^ etc. , und setzt man m + 2/» == 2/i + 1, 

, " L. A 1.3.5... .(2/1 — 3) 

öm+.^ — o«-. — 2.4.6.. ..(2«-2).(2«-l) "• *• '^• 

Die allgemeinen Formeln gehen nunmehr, wenn man m = 3 setzt und 
jene Werthe von b darin substituirt, in folgende über: 
i , -—3.3/2 1\ 3.3/,, 1\ 1 

35.3/, ,1 ,2.4 13\__3.5.3/ , 1 . 1\ 3.7 , , 

"^^iÄ^/V + s^+s^'JEi^-/ — 4Ä7V^ + F + W=C5:6» "°^ ®''®°*** 

3.5.7.3 /, ,1|1_l1\„„ 
''» = 4:6X9l' + 3^+5^+7^) "• *• ^• 

_ _ 3.5 7....(2n— 1).3 
"»^HV— **•»+' ^4.6.8 2n.(2n+l) 

V ^a-i-J-J-J-i— L , 2.4.6....(2«— 4)(2n— 2)Xi.3.5....(2n~3) \ 

^ V^ "^ 3» "^ 5» "^ 7» "f* ■ • • • f 3.5.7....(2«-3j(2n-l)X2.4.6....(2«-2)C2«-iy » 

3.5.7....(2>t— 1) . 3 / '. 1 ■ 1 , 1 , 1 \ 

0.»+t — 4.6.8.... 2n. (2n4-l) \* "'"S» "^5» "'"7» "+"••*• + (2n-i)*)' 

Wir haben also nunmehr für <p^ folgende Reihe: 

, 3.5.7....(2w— 1) . 3 ^,,1,1, , 1 \ „+» , 

••••■*" 4.6.8.... 2n . {2n-\-i) V* T" 3* "l" 5' "*"•••* T" (2«— 1)»/ *■ + ®*®- 

Die 4te Potenz wird nach den allgemeinen Formeln durch die 
Coefficienten der zweiten bestimmt. Da mz=:4r, so hat man ä^_, = 6a= i, 

2 2.4 2.4 6 

Am = ^4 «= 3;2* ***+• ^^ *6 ^^ 3^* *"•+* == *8 == 357 4 ^ u. s. w., und all- 

gemein, wenn man 2n=.m + 2;, setzt, *.^= Ä^= ^j;^:;;;^::^;^^,^^ , 

und da «„^ff*-, <!„+, = ag u.s. w., und c^^^asa,,, so ist 

. 4*^_i_3 2\__4.2/ , 1\ 2 

fir« = 6.= l} <'6 = 5:6r"*"T-35/-"3:5V* + ?y~T» 

__4.64/, , 1 , 3^ 2.4\_4.6.2/ , 1 , 1\ 7 
"»""öJisV"*" 2»"^ 4.6'3.5.3/ "" 6.7.4X^^2» "»"SV "~ 15» 

4.6.8.2/. ,1.1. 3.5.7 2.4.6 \ _ 4.6.8.2 / . 1 . 1 . 1\ ^ 
"•0= 5^:93 V^ T" F "f" F ■*" 4.6.8 • 3.5.7.4/ "~ 5 7.9.5 V* "'" F"*" 3» "''i^/ ®*'^' 

4.6.8....(2«— 2).2 /, , 1 ^ 1 I JL I , 3.5.7...(2>i-3) 2.4.6.. .(2«— 4) \ 
"•"— ö.7.9....(2n-l).n\*T" 2» t" 3I "l" 4. T • " T 4.6.8...(2«-2) * 3.5.7...(2»-3)(ii-"l);' 

4.6.8....(2 n— 2).2 /,|1|1_|_ 1 1 \ 

"-'= 5.7.9....(2n-l).« V^-T 2» "♦■ 3^ + • • • • T" (n-lp/ ' 

10* 
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Die Reihe ist also 

^ 4 I 42/ , 1\ -: , 4.6.2/ , 1 , 1\ o . '4.6.8.2/ .1,1, 1\ w, , 
^=*+ 3:5(^+2^)^ + 5:7:4(^+2^ + 3^r +15^:9:0(^+2^ + F + 4^)*^+- 
4.6.8....(2n^2\2 / 1 11 , 1 U^ I ^t^ 

Die 5te Potenz wird aus der dritten abgeleitet. Da m = 5^ so ist 
Om=o^f Om^=^Oy U.S. f. Und flr„.+ap = ag+jp = 0^»+« , wenn man m+2;i 
= 2/2-|-i setzt} und eben so &.»_« = £3^ b^:=^b^, b„^z= by u. s. f.^ und 

im^*p^=^^tm-T* ^^^ Kürze wegen wollen wir mit ^tk—j^ die Summe 



(2«-l)^ 
der reciproken Quadrate aller ungeraden Zahlen von 1 bis (2/i — l) ein- 

schliefslich bezeichnen^ so dals z.B. 2=7 = l + p + ^ + =j. Wenn man 

nun in die allgemeinen Formeln m = 3 setzt ^ und jene Werthe von b 
aus der Reihe für die dritte Potenz substituirt^ so erhält man: 

^^=l7^+y-Ä0+^)]=^[^+Ä('+^)]=TJ 

5.7.5r, , 9 / , 1\ . 4.6 3.5.3/ , 1 , 1\1 

^^=6:^9L'+ö^v^+3^)+5:7'4:6:7A^+3^+ö^^^ 

= ll^^[:^ + ^('+^) + ^0+^+Ä)] = l;^^ und eben so 

^-=ISm4li+Ä(^+^)+^^^+Ä "• *• ^-^ ^* ^ 

. 3. 5. 7. .,.(2«— 3). 3 ^ 1 

so findet man den allgemeinen Coefficienten nach Ausführung allv Re 

ductionen: 

_ 5.7.9....(2ir— 1).5.9 

^*^~ 6.8.10....2/I. (2ii+l) 

^ fc + 5^V+ri+7^^5^ + ^9^^7^+"-- + (2ii-l)*^(a;^l3;^i- 

Die etwas unbehülfliche Form dieses Coefficienten lalst sich indeCi weit 
einfacher darsteUen. Wir wollen hierbei nur bei dem allgemeinen Coeffi- 
cienten stehen bleiben, der ja die übrigen mit einschliefst. Man kann sic^ 
nemlich leicht überzeugen , dals die in den Klammern { } eingeschlossene 
endliche Reihe in dem allgemeinen Coefficienten, deren Summe wir mit 

^»bezeichnen woUen, ist: g^ = ^2* ^^^_ ij» ~^^ (2jt — 1)^ ^ ^^ 
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^' (2 /»-!)' ^^ Quadrat der Reihe i + ^*+ _ + .... + ^g«— 1)" *"'** 
S .^ _i\* die Summe der reciproken 4ten Potenzen aller ungeraden Zah- 
len von 1 inclus. bis (^n — l) inclus. bedeutet Denn Trenn wir einst- 

1 1 

ereilen jS* .» . , — '^(2n^^^^Ti* ^^ " *®**®"> *<^ ist, wenn man in 

1 1 

i?„undP,, «4-1 statt n substituirt, Q„+, = ig. + (2«4.l)» '^ (2« — 1)* "°^ 

» — xf^ 1 . L_V_iS— i L_ 

1 111 11 

— ^'^ (2«— lj> '^(2/t— l)*"'"(2/t+l)*'^(2Ä— 1)» ~" "T"^(2n+l)*'^(2n— 1)«' 

SO also, dals wenn jg„ = P„, auch Q„^i = P„^, ist. Nun ist aber wirk- 
lich QnZ=Pn für n=iif n=i3f u. s. w., also ist auch ganz allgemein 
Qn^Pnt und man kann daher a«„+i unter folgender einfacheren Form 
darstellen : 

5.7. 9....(2n— 1).5.9/-, 1 -, 1 \ »^ ^„, 

"•-*'= 2.6.8.10....2«.(2«+1)P (2;r::i)^~'^ (2 «-!)*)' **'^®'^ *"^'* 

— 1.2.5.7....(2w— l).3.4.5 (y, 1 ^ 1 \ 

««M-i— 2.4.6.8.... 2n. (2n + l)\ (2«— 1)» ^(2n — 1)*)' 

Für die 6te Potenz ist 7n = 6 und m — 2=4. Die mit b be- 



zeichneten CoefQcienten &„_, f^Ky b„:s=: b^, b„^ = b^ u. 8. w., bm+ip-* 
= ^<n-« (wenn man m-\-Q.p = 2n setzt) müssen aus der Reihe für die 
4te Potenz genommen werden, und verfahrt man auf eine ähnliche Weise 
wie bei der 5ten Potenz, so erhält man folgende Werthe der Coefficienten : 

6». 8 r4 , 4/ , l\j. 4 / , 1 , 1 M __ 6^^:2.6/^, 1 ^ 1\ 
'^'•=7:91:012^ + 3^ V "T" F/ "l" 4^ \* "*■ 2* "^^ 3^/J — fXlöV^ Äi—-^i^)' 

wenn wir auf eine ähnliche Weise wie oben,- 

S'gl = (l+2i + F + 4^"^ +f) ""^ 

2^ = 1 -f 2i + 3? + 4i + • • • • + ^ setzenj 

"'»~7rtriri2*t + 3^\^ + 25)+p(^ + 2^+F) + 5^\^ + F + 3^"^4^/^ 
6.8. 10.6.2 /^. 1 .^1\ , j,. . 



« 



1^ « 
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^ 6.8.10....(2it— 2)>6 
*•• ~ 7.9.11.. ••(2ii — l).2n 

, 5.7,9,,.,(2ii— 3).4.6.8,10....(2n— 4) . 2 ^ 1 ] 
+ 6.8.10...v2n— 2}.ö,7.9.11... 2/1— 3;.(ii — lj"^(i»— 2;*J 

6.8.10....(2it— 2^.6 f4 , 4/, i J.\ . A^ J-O- i-S^l O. 
*= 7.9.11....i2ii — lj.2nL2'"*"3'V^"r2*;T4a-2.3^-t-5.-2r^. -t-.... 

•••'+(it-l/^(n— 2)»r 

_ 6810 >-(2w— 2).6.2 / 1 -F ^ ^ 

^-^ "" 7.9.11. ...t2i» — l).2n \^ {n — iy ^{n—ij^r 

wo 2* 7T1 das Quadrat der Samme der reciproken Quadrate aller 

^« — 1)* ^ i 

natürlichen Zahlen. Ton 1 bis (n — i) einschlielslich « und 2 t t-t die 

(ä — 1>* 

Summe der reciproken Biquadrate derselben natürlichen Zahlen bexeieh- 

net. Von der Richtigkeit der Ableitung des letzten Ausdrucks Ton o«, 

aus dem Torhergehenden kann man sich auf einem ahnlichen Wege, 

wie bei der fünften Potenx überzeugen. Auch kann man den Ausdruck 

für Ot» so schreiben: 

_ 4.6.8.-.,(2h — 2).5.6 /^^ 1 1 \ 

"" 5.7.9....(2ii— l).4ii \^ (11 — 1)* ^ln — i)V' 

in welcher Form auch der erste Coefficient c^ richtig angegeben wird. 
Für noch höhere Potenzen scheint sich das Gesetz für die Bildung 
der Coefficienten nicht mehr in einer hinreichend einfachen Form dar- 
stellen zu lassen, weshalb ich auch diese Untersuchungen hier nicht 
weiter fortfuhren wilL 



«tx 
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5- 

Note sur le memoire de Mr* L. Ol i vier No. 4* du 

second tome de ce Journal, a jant pour titre ,, remarques 

sur les series infinies et leur convergence/^ 

(Par Mr. N. H. Abel) 
Saivie d*ane remarqne Je Mr. L. Olivier tur lo m^me objet. 



1. Note de Afr. Abel. 

\Jn trouve pag. 34. dans ce memoire le th^oreme suivant pour recon- 
noltre si une sörie est convergente ou divergente: 

„Si Ton trouve que dans une sörie infinie le produit du /i"* terme ou 
„du /2"** des groupesde termes qui conservent le mSme signe^ par /i, est 
jjzivo pour /2=cx), on peut regarder cette seule circonstance comme 
„une xnarque, que la s^rie est convergente j et r^ciproquement^ la sörie ne 
„j^eut pas Stre convergente si le produit n.a^ n'est pas nul pour m^oo." 
La derniere partie de ce th^or^me est tr^s juste^ mais la premi^re 
ne semble pas Y&ire. Par exemple la s^rie 

2Jog2^31og3^41og4 * * * ' nlogn 

est divergente quoique na„T=:^—- soit z6ro pour 72 = 00. En effet les 

logarithmes hyperboliques dont il est queslion sont toujours moindre que 
leurs nombres moins 1, c'est a dire, on a toujours log(l+xXiP. Si 
ar>l cela est övident. Si ^<1 on a 

log(l + ^) =x— x*a— ^x) — x*(|~fx) 

donc aussi dans ce dernier cas log(l + 3c)<C3c> puisque f— -yX, J— f* 

... 1 

font tous positifs. En faisant x=s — , cela donne 



ou 



log(l+/i)<l-.log;2<(i + j^)log/i: 
dono 

l0gl0g(l + /2)<l0g log/1 + log (l + jj^jj;^ . 



so 5. jibtl et Olivier, Note sur la convergence des s^ries. 

Mais puisque log (1 + x)< x, on a log (i + -jjj^) < j^^^ , donc ea vertu 
de l'expression pr^cödente. 



loglog(l+n) <loglogn4.^ 



g« 



En faisaot successivement /i := 2, 3, 4, . . . . on trouve 

loglogS < logloga + 2^^, 

loglog4 < loglog3 + j^, 



loglogS < loglog4 + j^, 

loglog (1 4- «X loglogn + j^, 
donc» en prenant la somme, 

loglog(l + n)<loglog2 + 5^+5^ + ^....+;^. 

Mais IogIog(l-|-/i)=s ^ pour ii = oc, donc la somme de la sirie propos^ 

2lfe+3l43 + 4l^-- + irk^ ^'^ infiniment grande et par conse- 
quent cette serie est divergente. Le tlieoreme enonc^ dans Tendroit citä 
est donc en defaut dans ce cas. 

En g^n^ral on peut dömontrer qu'il est impossible de troaTer une 
fonction (p vi teile, qu'uae s^rie quelconque «o + ^i + ^t + ^a • • • • + a, , 
dont nons supposons tous les termes posilifs, soit conrergente, si <f>n.a^ est 
wro pour n = oc et divergente dans le cas contraire. C*est ce qu on peut 
faire roir a Taide du theoreme suivant. 

Si la Serie Co+ o» + ^t • • • • + *» ^t divergente, la suivante 



fi ^ "« -j ?x ^ 



le sera aussi. En effet, en renaarquant qne les quantites c^y o^^ a^^ . . . . 
sont positifs, on a en vertu du th^reme log(l+x)<x, demontre ei dessus, 

Iog(ffo+flr,+a, +0 — log(ao + a,+a,....c^J 

c'est a dire 

• I<>£(l'i T — T~^ TT )^ i 1 — ' 1 • 

donc« en faisaot succei^ivement i; = 1« 2, 3^ . • . .: 

lag 



5. Abel et Olivier, Notes sw la convergence des a4rie». 81 



log(Co+«, + aa) — log(ao+aO < ^ , 

logK + Oi + ff-)--Jog(ffo+Ox + «»-.)< „ 4.^ "'' r , 

et en prenant la somme, 

10g(«o + «x + «n)-l0ggo<f^ + 7^-. ■■■ + ,■ "" > . 

Mais si la sörie fl^o + ^i + ^a + *'» ®^* divergente, sa somme est infi- 

nie et le logarithme de cette somme Test ägalementj donc la somme de 

la sörie -^ + ^ V^ + „ \„ — ' \ ' — ^«^ aussi infiniment grandej 

et cette sörie est par consequent divergente, si la sörie ßo+öi + öa....a»^i 
l'est. Gela posö, supposons que (p/z soit une fonction de n teile, que la 

sörie Co+ ^i+ ^a + ^» ^^i* oonvergente ou divergente Selon 

que (pn.On est zöro ou non pour /2=:oo. Alors la sörie 



• • • • • 



±^±A.±JL± .. 4.J_ 

sera divergente et la serie 



+ 



• ••.•• 



oonvergente} car dans la premiere on a a„(p/2=ii et dans la seconde 
a„(p/2=:0 pour /2 = oo. Or selonle thöoröme ötabli plus haut, la se- 
conde sörie est nöcessairement divergente, en m^me tems que la pre- 
imöre^ donc une fonction (p/i teile qu'on Ta supposöe n'existe pas. En 
faisant (p/i=/i, les deux söries en question deviendront 



i+i+i+i +^ 



+ 3(HT)+4(i+i+i) "^„(l+J+l -i_) 

qui par consöquent sont divergentes toutes deux. 

CreUe't Joanul. III. Bd. 1. HA. 11 
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2. Remarque de Mr. L. Oliyier. 

Soit 

fl^o + ^1 + ^2 + ^3 + ön 

tine s^rie donn^e, dont p. e. tous les termes sont positifs et vont toujours 
en d^croissant et dont il s*agit de juger la convergence. Repr^entons 
les termes de cette s^rle par les ordonn^es orthogonales d*une courbe XJT 

(Flg. 12.) dont les abscisses sont les nombres entiers 1, 2^ 3^ 4^ 

Soit Bb ^gal au terme a^, le reste de la s^rie a partir de ce terme sera 
repr^sentö par la somme des aires des parallelogrammes^r, Cd, De etc. 
ä rinfini. En second lieu le produit /i.a„ sera represent^ par Taire du 
Parallelogramme Bbvu. Mais puisque les ordonn^es de la courbe dimi- 
nuent toujours de maniere que Taxe des abscisses est une asjmptote de 
la courbe^ le parallelogramme Bb vu sera ^yidemment plus grand que 
la somme des parallelogrammes Bc^ Cdj De^ » . . . Donc si /i.a„ est 
sero pour ^ = ao, la somme des termes de la sörie donnöe k partir du 
/i"*^ terme^ c'est ä dire le reste de la Serie le sera ä plus forte raison, et 
par cons^quent la serie sera convergecte si /2.0^ = o pour /i = oo. 

De cette maniere le theoreme que j'ai pr^sentö ä l'endroit cit6 
semble ^tre trcs bien fond^ et les exemples que j'ai donnds semblent le 
vdrifier. Ndanmoins, d'apres ce que Mr. Abel vient de remarquer ci 
haut, le theoreme n'est pas generalement applicable. C'est un nouveao 
cas tres remarquable qui fait voir combien il faut avoir de pröcaution 
partout oü il s*agit des quantitös infinies. La cause de la contradiction 
apparente entre le rdsultat des conclusions apparemment Evidentes et le 
r^sultat effectif, est, qu'il n'est pas permis d'appliquer indiffdremment a 
rinfini ce qui est bien sür pour des quantitds finies. En effet la somme 
des aires des parallelogrammes reprösentes par les produits n.a^^y n.a^, 

n.a^ny ^^^ dgalement plus grande que Celle des parallelogrammes 

Bc^ Cdy De, et mdme plus petit que Faire du parallelogramme 

Bbvu. Donc, on pourroit dire avec le mdme droit que le reste de la 
s^rie donnde ä partir du rf^ terme est nul si la somme 

Test, et la somme de cette sdrie pourra effectivement ^tre encore un quai^ 
tite finie ou mdme infinie si n.a^ est nul. 
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6. 

Annäherungs-Construction des BLreis-Umfangs und 

Flächen - Inhalts* 

(Vom Herrn Cand. phil. Specht zu Berlin.) 



Ist BC der Radius eines Kreises^ so findet man den Umfang und Fla* 
cben-lnhalt dieses Kreises näherungsweise rermittelst folgender einfachen 
geometrischen Construction« Wenn man nerolich den Durchmesser BD 
(Fig. 13.) senkrecht SiutBC stellt^ und über 77. hinaus verlängert^ alsdann 
auf dieser Verlängerung, Da=zab^=:zbc, gleich dem fünften Theile des 
Radius nimmt j ferner die BC über C hinaus bis ^ yerlängert^ so daCs 
Bj/ = Cas endlich aus dem Puncte Jl mit der Cc die Parallele ^E 
zieht, welche die Verlängerung von BD in E trifft: so wird die BE dem 
Umfange, und das Dreieck BCE dem Flächen -Inhalte des gegebenen 
Kreises sehr nahe kommen. 

Für BC = 1 ist Ba = 2f, Bc = 2|, 

BC.Bc^= BA: BE, 

= /'39,7484 =Ä 3,141591953 

Nun ist ir = 3,141592653 ... . woraus zu ersehen, dals- die Con- 
struction den Umfang und Flächen -Inhalt des Kreises bis jcur sechsten 
Deoimal- Stelle genau giebt 
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84 7« Remyy Ueiveis der Lehrsätze Ao. /. unä 04. im zwtUen Bunde dU /• 

Beweis zweier Lehrsätze 

im zwdten Bande dieses Journals, Heft L S. 97« No. ?• und 

Heft lU- S. 29Z No. 64. 

(Von Heim Remy, Stud* phiL zu Beriin«) 



1. 

Xjehrsatz. Halbirt man in einem Viereck im Kreise so- 
wohl die Winkel zwischen den Diagonalen^ als auch die 
Winkel, welche die gegenüberliegenden Seiten einschlie- 
fsen, so sind von den 6 Geraden^ welche diese Winkel hal- 
biren, 3 und 3 parallel« 

Wenn nemlich ABCD (Fig. 14.) das gegebene Viereck im Kreise 
ist^ und BQ und HI, ST und UV halbiren die Winkel, welche idie ge- 
genüberliegenden Seiten des Vierecks einschlielsen , NM und OP hinge- 
gen die Winkel zwischen den Diagonalen des Vierecks^ so ist zu be- 
weisen, dals: 
' 1) RQ, OP, ÜV und 

2) ST, NM, HI 
parallel sind. 

Beweis. Zuerst ist klar, dals RQ und HZ, ST und UV, NM 
und OP auf einander senkrecht stehen. Denn es ist z. B. AGQ = ^AGD, 
AGH = \ AGK, also AGQ + AGH = | (^AGB -f AGK), oder HGQ = 
|.2ll = ll, woi{ einen rechten Winkel bezeichnet Dasselbe gilt von 
den Halbirungs-Linien ST, ÜV und OP, NM. 

Verlängert man nun die Halbirungs- Linie RQ bis F, so lälst sich 
zeigen, dafs RF auf NM senkrecht steht. Denn in den Dreiecken NBE 
und ECM sind die Winkel z und u einander gleich, weil sie auf glei- 
chen Bogen stehen, desgleichen sind die Winkel v und t, als Hälften 
der Scheitel -Winkel AEB und DEC, gleich, folglich ist auch Zx = 
Z y, und mithin ist das Dreieck NGM über NM gleichschenklig. Also 
steht die Halbirungs -Linie GF des Winkels an der Spitze dieses Drei- 
ecks senkrecht auf der Grundlinie NM. Da nun auch OP senkrecht 
auf NM stehet, so folgt, dals die Halbirungs-Linien RQ und OP parallel 
sind. Ferner sind die Linien Hl und ^M parallel, wegen der rechten 
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Winkel EFG und HGF. Auf dieselbe Weise folgt, dafs ST und NM, 
und wegen der rechten Winkel HJ^E und 7f"HVy auch UV und PO 
paraUel sind. Es ist also QK mit PO, i7^ mit PO, und folglich QK 
mit iZ;^, desgleichen /// mit J9M und ijr mit NM, folglich H7 mit ST 
parallel, so dals also von den 6 Halbinings-Linien 3 und 3 parallel sind. 

2. 
Lehrsatz. Sind a, h, c, d dieSeiten, ^, /dieDiagonalen 
eines sphärischen Vierecks, und ist g derjenige Haupt* 
kreisbogen, welcher die Mitten der beiden Diagonalen ver- 
bindet, so ist allemal 

cos a + cos b + cos c + cos rf = 4 cos 4 ^ cos |/cos^. 
(Am bezeichneten Orte steht durch einen Druckfehler 2cos7^cos|/cos^ 
statt 4 cos 5 ^ cos 4/ cos ^.) 

Beweis. Es sei ABCD (Fig. 15.) das sphärische Viereck, und 
CF:=i FBy AGz=i GB. Bezeichnet man nun in dem sphärischen Drei- 
eck ACF die Seite JF durch r und den Winkel AFC durch a, so ist 

bekanntlich : 

cosa == cosrcos^^-f- costtsin^esinr» 

und in dem sphärischen Dreieck ABF 

cosÄ = cosreosye — cos a sin 4^ sin r, 

folglich 1) cos ö -f- cos 6 = 2 cos r cos 4 ^. 

EbeiK so erhält man für die sphärischen Dreiecke BFD und CFD, wenn 

man die Seite FD durch g und den Winkel BFD durch ß bezeichnet: 

cos c = cos^ cos 7^ -{- cosß sin ^ sin | ^ und 

cosrf s.cos^cos^^ — cos ß sin g sin I ^, 
folglich 2) cos c + cos rf = 2 cos f cos | e. 

Addirt man nun die Gleichungen (1. und 2), so ist: 

3) cosa + cosÄ + cosc -^ cosd = Scos^e (cosr + cos^). 
Auf dieselbe Weise, wie oben, erhält man aber auch, wenn man den 
Winkel AGF durch y bezeichnet: 

cosr = cosf/cos^ + cosysin|/siny und 

cos^ = cos f/ cos g* — cos y sin ^/sin y, 
folglich 4) cos r + cos f = 2 cos if cos g, 

und subslituirt man diesen Werth für cosr+cosf in die Gleichung (3.), 
so erhält man: 

cosa -}- cosÄ + cos c + cosrf = 4cos J^ cosf/cosg*. 



86 8» Jacobi, Note sur le$ fonctions elliptiques* 

8- 

Addition au Memoire de M. Abel sur les fonctions 
elliptiques, insere dans le voL IL de ce Journal, 

cah. 2* pag. lOL 

(Far Mr. C» G* J. Jacdbi a Königsberg.) 



JVJL« Abel dans son ezcellent Memoire sur les fonctions elliptiques a prouv^ 
le premier^ que les öquations du degrä nn^ desquelles depend la division 
d'une fonction elliptiqüe de premi^re espece en n parties, peuvent Stre 
resolues algöbriquement Gependant la möthode de cet auteur est sus- 
ceptible d'une grande simplification« Je veux la proposer ici en deuz 
mots, en me serrant de la notation de M. Abel. 

Si Ton dösigne par p^ ^ döuz racines quelconques de l'^quation 
yVf^\ — j ;-- , on aura l'ezpression 

egale ä une ezpression de la forme 

aH-x 

l/(^ + Bf((2n + l)ß)Fi2{n+ l)ß)), 
j4 et B ^tant des fonctions rationeUes et enti^res de (P((2/i-}~l)0)* Or 
en donnant k p et ^ toutes leurs valeurs possibles^ on pourra au moyea 
de ces expressions ^ qui seront au nombre (2 /z -|- ^Ty exprimer lin^aire- 
ment toutes les racines > sans avoir besoin de r^oudre encore une öqua- 
tion du n}^""*" degrd. Aussi on saura exprimer toutes les racines au moyen 
des puissances enti^res de deux de ces expressions* 

Königsberg 9 25. Janvier 18!^8. 
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9. 

Die Function — , i , durch die Anzahl der a 

* a + .... 

ausgedrückt. 

In Folge der Aufgabe 40. i. 193. im Eweiten Bande dieses Journals. 
(Von Herrn Th. Clausen zu Altona.) 



Jlis sei (p(x) der Werth dieser Function für die Anzahl xs so ist, wie 
man leicht sieht: 



• • • • 



(1.) (P(x+l) (P(x) + a (P(x + l) = i 

Man nehme an, dals x eine ganze positive Zahl sei und setze 

1 

Multiplicirt man also die Gleichung (1.) mit F(x 4- 1)? so verwandelt sie 

sieh in: 

F(x—i) + aF(x) = F(x+ 1). 

Dieser Gleichung thut man Genüge durch die Annahme jF'(x) = *ß% 
und findet dann zur Bestimmung von ß folgende Gleichung: 

ß»-.cß— 1 — 0, 

woraus ß = iö±/'(iflf*+l) folgt. Es ist also: 

(2-) F(x) = *ua+^(iö*+i)r+*'[i«-/'aö'+i)r 

Um die Constanten k und k^ z\i bestimmen^ bemerke ich^ dals F(o) = i 
und F(i)=za ist} und also: 

o = i c (i: + itO + /-(i 0« + 1) (*— itO i folglich 
und demnach: 
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oder endlich) da (p(x) 



F(x—i) . 

F{a:) 



Ut: 



(3.) <P(x) 



_ K«+m«'+i)]*-K«-v^a«'+i)? 

- [.« 4- V-(ia*+l)]'+'-[J«-\r(ia» +!;]'+» •♦••.• 
Diese Gleichung enthält also den Werth der obenstehenden Function 
durch die Anzahl der Glieder x ausgedrückt, für jedes ganze positive xi 
und zwar in solcher Form, dals man ihn ohne Weiteres auf jeden be- 
liebigen Werth von x ausdehnen kann. 

Ich füge noch einige merkwürdige Eigenschaften dieser Function, 
hinzu: 

a^ a){rr.4.v\ — yCag)+y(y)— «•y(af)y(y) 

deren Richtigkeit sich durch Substitution der Gleichung (3.) zeigt 
Man hat femer vermöge der Gleichung (1.): 

<p(— 2) = —ff, 
<P(— 2)<P(— 3)= 1— a(p(-«), 
<P(-2)<p(~3)(p(-4) = (p(_2)— fl<p(-2)(p(-3), 

<P(~2)(P(— 3)....<P(— 7i)=(p(— 2)<p(— 3)....(P[— (n-2)]— ff(p(-2)....(p[— (n-l)]. 
Durch Hülfe dieser Gleichungen und der Gleichung (1.) findet xnan^ dab 
die Reihe: 
(5.) (p(/ix) = 

^+ T^ y(^>^ + T.~2 ?7^ y^-^^y^^)' + 772 ?7^,V ^ y(-2M-3)y(x)^4- etc. 

wenn sie für den Werth n gilt^ auch für /z+l richtig' ist. Da sie 
aher für /i =2 gilt, so folgt daraus die Richtigkeit für alle Fälle, wo n 

eine ganze positive Zahl ist. Aus der Gleichung (3.) sieht man noch, dals 

(6.) (p(-|) =/•-!. 
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10. 

Ueber die Fälle, wenn die Reihe von der Form 

. , « ß , «.«+1 ß.ß+i , , , 

1 y ' 1.2 7.y+l 

ein Quadi^at von der Form 

, , «' ß' ^ , «'.«'+1 ß'.ß'+i 5'.^+i , , , , 

(Von Herrn TA. Clausen zu Altona») 



Ziwischen den Differentialen von y und x findet folgende Relation Statt: 

(1.) (^-^)§^J + {(«+ß + i)^-'y*}|| + «ß*r = 0. 

Eine nochmalige Differentiation giebt: 

(2.) (;t'-*«)§^ + {(«+ß+4)^-(y+aM|^ 

+ {(2a4-2ß + «ß + 2)* — y}|^ + «ßy = 0. 
Die Reihe z giebt: 

(3.) (*3_;r«)|^+{(3 + «'+ß'+^0^-(i+/ + O^}5^ 

+ {(i + «' + ß' + 5' + «'ß' + «'^ + ß'^*~yV)|^ + «'ß'^r. 

Soll nun z=s/* sein, so mufs man haben: 

d z dy^ 

(4.) ^5i;r = 2y^ + 2(5j), 

Setzt man noch 

a' == «' + ß' + ^', 

(5.) ^' = «' ß '^, 
Irf' == «' + /, 

so wird die Gleichung (3.): 

Cr«lle** Jonrul. III. Bd. 1. Utt 12 
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(6.) (x'-x«) 2y |-^ + {(3 + aOx« - (i + dO*} 2y |^j^ 
+ {(l + a' + Ä0x-*'}.2y||+cV + 6(x'~x«)§|.|^ 

+ a{(3 + aO**-(i + rfOx}(§|)* = o. 

Dieser mufs durch die Gleichungen (1.) und (2.) Genüge gethan werden. 

Multiplicirt man sie deswegen resp. mit 2y [-^.5 und 2y, welche 

Form, wie man leicht sieht, die Factoren nur haben können : so muls die 
Summe mit der Gleichung (6.) identisch sein. Man erhält durch Ver- 
gleichung der einzelnen Coef&cienten : 

3 + c' = ^ + a + ß + 4 
1 + rf' = A-^-y-^T. 
^^a'-^b' = ^(« + ß+l)+|5«ß + 2« + 2ß + «ß + 2 

e' = Ay + y 

c' = 2-</aß + 2«ß 

2(3 + cO = B(a + ß + 1) 

2(i4-rfO = By 
woraus folgt: 

y = « + ß + i 

A s= 2a + 2ß — 1 

B — b 

c's=3« + 3ß 

b' = 2«» + 8«ß + 2ß* 

c' = 4(« + ß)«ß 

rf' = 3y— 1 

e' = (2y — i)y. 

Aus den Gleichungen (5.) sieht man^ dais ot/y. ß^ und ^ die Wurzeln der 
cubischen Gleichung x^ — ö'x* + ä'x — c' sindj man findet diese leicht 
2a, 2ß und ^ -f- ß. Ferner sind y' und «' die Wurzeln der quadrati- 
schen Gleichung x* — rf'x + ^', die sich y und 2y — l ergeben. 

Aus dem Vorhergehenden folgt also, daJb, damit das Quadrat der 
Reihe y yon der Form z sei, die Relation Statt finden müsse: 



10, Clausen, über die Reihe i + ^ .±x-^^^ . ^^-^x^ etc. ^? 

' • 1 y • 1.2 y(y + l) 

lind dafs dann die Werthe von ol^ ß^ und S\ die unter sich verwechselt 
werden können: 

' die Werthe von Y und c' aLer^ die ebenfalls unter sich verwechselt wer- 

•den können 9 

7, 27—1 
sind. 

Als Beispiel will ich suchen , in welchen Fällen die Coefficienten 
von z Cubi sein können. Hier ist y'=e^=:iy mithin y=l} überdem 
a=:ß; folglich da y = ft+ß + 7 ist^ 0^^=^. Wir haben also in die- 
sem Fall die Reihe: 

' = r r = . + (D'x + (ifS V + (i^^^ V + e.o. 

.Bin zweites Beispiel sei die Reihe: 

Hier ist mss^, ß = T9 y==4> mithin die erforderliche Bedingung 
erfüllt i es folgt also a', ß', ^'5= l, l, l; y', «' = |, 2- Demnach 

(arc. sinVTap)* , 1 a i ■ 2.4 ^ _- , 2.4.6 • _% , -^ 
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11. 

Beitrag zur Theorie der Reihen. 

(Von Herrn Th, Clausen zu Altona. ) 



XJa es häufig vorkommt, dafs man das Product zweier Reihen sucht : 
so glaube ich^ dafs die Auflösung der Aufgabe: zu finden in welchen 
Fällen das Product der zwei Reihen 
_ , a ß , g.g+l ß.ß+i .. a.a+i.a + 2 ß. ß+i.ß^2 .. 

^-^ + T'7^ + --IT2--f:7+i^+ 1.2. 3-'77r+i.r+2^^^''' 

^—^"♦"T-7 "^ 1.2 >'.y'+l*"t" 1.2.3 >'.y'+l.y'+2^ "*"••• 
von der Form 

" — "^T^ 1 -51^+ 1.2 -d.d+l-^.e+l^ 
, a.a + l.a + 2 5.5 + 1,^ +2 c^£+j_^c+2 , , 
'^1.2.3 •c/.d+l.d + 2'«.e+l.e + 2'^''^ 

sey, nicht uninteressant sein dürfte. 

Die Eigenschaften dieser Reihen werden durch folgende Difieren 
tialgleichungen ausgedrückt : 

(1.) (j;«-x)^ + {(i + a+ß)^-y}|jH-«ßy=iO. 

(3.) (^-^)|^+{(3 + «+ß>~(l+y))g + (l+«+ß + «ß)|j=C 
(4.) (x»^x) |if + {(3 +«'+ßOx-(i+/)} |1| + (l+«'+ß'+«'ßO^=^ 
(5.) (^^-*«)|L» + ((3 + «4.Ä+c)^_(l4.rf + e)x}0 

+ {(l+ö + Ä+<? + öÄ + ff^ + Ä0^~^^}5 — [-abcu =0. 
Es sei nun 

u = yz, so ist 

du dy j^ ^ 5z 

5a? """ öx *^ da:* 
d^u 5^y I 5*x , öy 5z 

ö'ii _ ö'r , ^ö»z , ^öz ay . ody d^z 
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Nach Substitution dieser Werthe mufs der Gleichung (5.) durch 
(1.), (2.), (3.) und (4.) Genüge gethan werden. Multiplicirt man also diese 

resp. mit Az-^Bx.-^, Cy -\- Dx.^y xz, xy (die Factoren können 

nemlich nur diese Form haben), und vergleicht die Summe der Pro- 
ducte mit der Gleichung (5.)> so findet man folgende Gleichungen: 

(6.) 3 + c + Ä+c = 3 + «-f./3 + ^ 

(7.) =3+«'+/3'+C 

(8.) i + d + tf = i + y + ^ 

(9.) = 1 +/+ C 

(10.) 3 = B 

(11.) 3==I? 

(12.) 2(3 + a + * + <') = 5(l+* + ß) + i?(l + «'+ßO 

(13.) a(i+dH-^) = By + I?y' 

(14.) l+c+Ä+c+oÄ+atc+Äc = i+a + ß+aß +(i+«4.ß)yrf+«'ß'2) 

(15.) = l+«'+ß'+«'ß'+ (l+«'-{-ßO C+«ßB 

(16.) rfc = 7^ 

(17.) =:/C? 

(18.) a6c = «ß^+«'ß'e?. 

Diese 13 Gleichungen geben aulser der Bestimmung der 9 Gröfsen 
Af B, C, D, a, b, Cy d, e noch 4 Bedingungsgleichungen zwischen 
a, ß, y, «', ß'> y'- Durch (6.) .... (13.) findet man : 

(19.) -4 = iy+i/— 1 

(20.) B = 3 

(21.) C = |7+i/— 1 

(22.) JD = 3 

(23.) a-\.b + c = |(«+ß+«'+ßO 

(24.) rf + e=|(y+yO— 1 

und die Bedingungsgleichungen: 

(25) « + ß = y — i 

(26.) «'+ß' = 7—1» 

durch deren Hülfe man ferner aus (14.) .... (17.) folgende zwei findet: 

(27.) y—Y — 4(«ß— «'ß') 

(28.) y(7— 2) = y'(y'— 2). 

Diesen letzteren kann auf zwei Arten Genüge gethan werden: 
I. durch die Annahme y=y'i die Gleichungen (25.), (26.), (27.) geben 
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m diesem Fall: 

et + ß = «'+ß' 

aß = a'ß', 

mithin wären die beiden Reihen y und z einander gleich > welchen Fall 

ich schon früher behandelt habe*), und also hier übergehe^ IL durch die 

Gleichung y' = 2 — yj und dann giebt die Addition i^on (25.) und (26.) 

(29.) a + ß + «' + ß' = y+y— 1 = 1, 
die Subtraction und Vergleichung mit (27.) : 

(30.) y— y' = a + ß— (a' + ßO = 4«ß— 4«'ß', 

aus welchen beiden Gleichungen 

(31.) a' = ^ — Ä 

(32.) ß' = i _ ß folgt. 

Mit den 4 Bedingungsgleichungen (25.), (26.), (31.) und (32.) findet 
man nun leicht: 

(33.) a + i+c = I 

(34.) ab+ac + bc = | — (a— ß)» 

(35.) cÄc = i — 4(a— ß)* 

woraus sich für a, by c die Werthe: 

z 

i + « — ß 
i — «+ß 

ergeben. Ferner 
(3)5.) d + ^ = y + y' 

(37.) rf^ = yy'. 

Wir haben also, wenn das Product der zwei verschiedenen 
Reihen y und z von der Form u ist, welches mit den 4 Bedingungen : 

« + ß = y — i 

ß' = i-ß 
y' = 2 — y 

zugleich Statt findet, die Werthe von o, 6, c (die unter sich verwech- 
selt werden können): 

t 

$ + «-ß 

4~« + ß 



•) Hier obftn Seite 89. 
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und die Werthe von rf, e: 

y 

2 — y. 

Als Beispiel mögen die beiden Reihen 



1 1.1 , 1.1.3 3 

Z = 1 r^X =— rX' ^ . „ X 



• • • • » 



2 • 2.4- 2.4.6 

dienen. Hier ist « = i, ß = 4 , y = |, «' =s= — |, ß'= — 4, y'= — 4» 

und demnach sind die erforderlichen BedingungeO erfüllt. Es wird also 

os=|, Ä = — }, c = |, rf= J, c = — I, und folglich 

„_vr— 1 J-**-3 1-3 1.1 3.5 , 1.3.6 1.1.3 3.5.7 , 
•'^ ^ *■*" 2.7.3 *~ 2.4 '7:9 • 31* ~"2X6'7:SÜl'5Xi* 



1.3.5.7 1.1. 3. 5 3.5.7.9 _^ 

2.4.6.8 '7.9.11.13 • 3.1.1.3 



•_,6JJ_ 5^1^, 5.3 1.3.5 . 5.5 1.3.5.7 ^« 
* "^5.7- 2 *"" 7.9 '2.4* "~Säi'2X6^~' l03* 2.4.6.8* 



• • • • • 



In einem Schreiben des Herrn Verfassers obigen Aufsatzes an den 
Herausgeber dieses Journals bemerkt derselbe^ dafs sich die Lambertische 
Reihe »+2x*+2x* + 3x*+2x* + 4x® + 2x^ + ...., welche gleich 

ist^ und in welcher die Exponenten der Glieder^ welche 2 zum GoeflGlcienten 
baben^ der Reihe nach Primzahlen^ die CoeflGicienten der übrigen Glie- 
der aber die Zahlen der ganzzahligen Theiler der Exponenten der nem- 
liehen Glieder sind (man sehe die Aufgabe 16. S. 99. im 2ten Bande die- 
ses Journals) in folgende Reihe: 

verwandeln lasse^ welche für ein sehr kleines x sehr schnell convergirt. 
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12. 

Aufgaben und Lehrsätze, 

erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. 



Lehrsätze über den Zu sammenhang Ton Combinationen mit Varia- 
tionen und jener unter einander; Ton Herrn Fro£ Scherk zu Halle. 

1. J^JLan bilde alle Variations - Formen der (A-{-l)ten Classe, und zur 
Summe A-f* ^ ^u^ den Grölsen 1,2^^^ ..•• t* Jede derselben werde durch 

12 3 h+l 1112 1 

m, m, m^ . . . . m dargestellt Setzt man nun m=^j ^+^ — 1=^; 

2 3 3 A-1 h h 

tf-f- m — 1 = ^, . • . . s-\-m — 1 s= ^y so ist der Complexus der Combi- 
nationen^ mit Wiederholungen aus denselben Grölsen 1, % 3y . . . . Jt, 

1 2 3 Ä 

zur hten Classe, =^sss....s^ wo das Summenzeichen sich auf aUe 
verschiedenen Variations -Formen erstreckt. 

Ist z.B. h^=i2y it = 3^ so sind alle Combinationen zur 3tenClasse 
und zur Summe s aus den GröTsen 1^ 2, 3, = 113, 122, also die Varia- 
tionen 113, 131, 311, 122, 212, 22L Hieraus erhält man nach der an- 
gegebenen Regel 11, 13, 33, 12, 2?, 23, oder geordnet: 11, 12, 13, 22, 
23, 33, welches die Combinationen der 2ten Classe mit Wiederholungen 
aus den gegebenen Grölsen 1, 2, 3 sind. 

2. Bildet man auf dieselbe Weise alle Variations- Formen der 
(A-j-l)ten Classe und zur Summe k-^l aus den GröTsen 1, 2, 3, ... . 
(^ — 7/^1)^ und verfahrt ganz wie vorher, so ist der Complexus der 
Combinationen ohne Wiederholungen aus den Grölsen 1^ 2, 3, • • • • Ir, 

12 3 h 

zur Äten Classe, =S^(^+l)(^ + 2) .... (s^h — i). Ist z.B. hss3, 
A: = 5, so sind alle Combinationen zur 4ten Classe, und zur Summe 6, 
aus den GröTsen 1, 2, 3, = 1113, 1122, folglich die Variationen, 1113, 
1131, 1311, 3111, 1122, 1212, 1221, 2112, 2121, 2211. Hieraus erhält 
man nach der angegebenen Regel, 123, 125, 143, 345, 124, 134, 135, 
234, 235, 245, oder geordnet: 123, 124, 125, 134, 135, 145, 234, 235, 
245, 345, welches die Combinationen, ohne Wiederholungen aus den 
GröJben 1, 2, 3, 4, 5 zur dritten Classe |ind. 

3. 
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3) Man bilde alle Combinations- Formen ohne Wiederholungen 
zur hien Classe aus den Gröfsen 1, 2, 3^ • ... i^ — ^+1» ziehe von 
jeder in der ersten Stelle jeder Form stehenden Zahl 0^ von jeder in der 
2ten Stelle stehenden Zahl 1^ in der 3ten 3^ .... in der hten h — i ab, 
so erhält man alle Combinationen mit Wiederholungen zur Aten Classe 
aus den GröTsen \y % 3^ . . • .k^ und zwar so^ dals diese nach demselben 
Prinzip geordnet sind, nach welchem jene geordnet waren. Ist z. B. 
A = 3, i: = 3^ so sind alle Combinationen ohne Wiederholungen aus den 
Grölsen 1, 2, 3, 4, 5 zur 3ten Classe, auf gewöhnliche Weise geordnet: 

1.2.3, 1 2.4, 1.2.5, 1.3.4, 1.3.5, 1.4.5, 2.3.4, 2.3.5, 2.4.5, 3.4.5, 
hiervon ab : 01.2,0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 
bleibt: 1.1.1, 1.1.2, 1.1.3, 1.2.2, 1.2.3, 1.3.3, 2.2.2, 2.2 3, 2.3.3, 3.3.3, 

also die Combinationen mit Wiederholungen aus den Grölsen 1, 2, 3 
zur 3ten Classe. 

Es bedarf keiner Erwähnung, dals alle drei Sätze auch umgekehrt 
ausgesprochen werden können. Da aber jeder von ihnen eine Folge der 
beiden anderen ist, so braucht man nur zwei derselben (etwa einen der 
beiden ersten und den letzten, weil es bei diesen leicht angehet) zu be- 
weisen, und zwar wünscht man, dals dieser Beweis rein combinato- 
risch sei. 

Aufgaben Ton Anderen *). 

4) Man beweiset, dafs jede auf Null gebrachte algebraische Glei- 
chung mit Einer unbekannten GröTse, in welcher die Exponenten der 
Potenzen der unbekannten Grölse ganze Zahlen sind, nothwendig ent- 
weder reelle oder imaginaire Wurzeln hat. Z.B. Cauchy thut es sehr 
sinnreich in seinem Cours d^analyse, tome I. p. 331. etc. Der Beweis 
geht davon aus, dals jede reelle oder imaginaire Grölse durch u-^-v^ — i 
ausgedrückt werden kann, wo u und i;, wie es der Beweis fordert, noth- 
wendig reelle Gröüsen sind. Haben die Wurzeln einer beliebigen Glei- 
chung diese Form, so^folgt von selbst, dals sie Paarweise zz-f-t;/* — 1 
und u — v/^ — 1 da sein müssen, weil /* — 1 die Zeichen + und — zu- 
gleich hat. Sind nun aber u und v reell, so bezeichnet der Ausdruck 



*) Man Mbe wef^rn der Uebfrschrift ,|Von Anderen** hier und in der Folge die Bemer* 
knng S. 395. im 2. Bande dieses Joiimala. 
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n + i;/* — 1 eine reelle GröTse nur dann^ wenn v Null ist, welches dann 
auf zwei gleiche Wurzeln deutet. Dieses trifft aber schon bei der qua- 
dratischen Gleichung^ z.B. x^ — ax-^-b^s^O nicht zu^ wo zwar die 
Wurzeln allerdings von der Form wdlt'/'— 1 sind, aber v, im Falle 
a*^46 ist, nicht Null sein kann, sondern vielmehr imaginair ist. 
Dieses schon scheint einer Erläuterung zu bedürfen. 

Ferner ist bekanntlich leicht zu zeigen , dals einer Gleichung vom 
nten Grade, sobald man ihr Eine Wurzel zugestehet, dann noth wendig 
n zukommen. Es fragt sich aber, ob überhaupt nach der Existenz Ei* 
ner Wurzel gefragt werden kann. Im Allgemeinen scheint es^ wenn 
man z. B. schreibt: 

«^ + a^«"^* 4" ÄgÄ^""* . . . . -f- i]r„ = 0, 
Voraussetzung zu sein, dafs dann :r wirklich ezistire, nemlich abdei- 
chen, nicht als GröTse. Fragt man nach der Existenz der Wurzel als 
Grölse, so kann man dieselbe, wie es scheint, nicht beweisen wollen, weil 
selbst eine einzelne Wurzel wirklich nicht immer existirt Denn eine 
Gleichung mit lauter imaginairen Wurzeln hat wirklich keine Wurzel 
(als GröTse betrachtet). 

Endlich scheint es, dafs man den Wurzeln einer Gleichung, indem 
man ihnen den Ausdruck «±t;/* — 1 zuschreibt, geschlossene algebrai- 
sche Ausdrücke gebe. Gleichwohl beweisen Riccati und Abel (letz- 
terer im Isten Heft des Isten Bandes dieses Journals S. 65.), dafs den 
Gleichungen von hölierem als dem vierten Grade nicht allgemein ge- 
schlossene algebraische Ausdrücke der Wurzeln genug thun. 

Es fragt sich also, eines Theils, was eigentlich in Rücksicht der 
Existenz der Wurzeln einer algebraischen Gleichung zu beweisen ge** 
fordert werden könne und müsse, wie der zu beweisende Satz eigentlich 
zu verstehen sei, und dann, wie er mit der behaupteten Nicht -Existenz 
allgemeiner algebraischer Ausdrücke der Wurzeln höherer Gleichungen 
zu vereinigen sei. 

In jedem Falle scheint dieser Gegenstand nicht völlig aufgeklärt 
und es wäre wohl zu wünschen, dafs es geschehe, und zwar auf eine 
Weise, die so deutlich wäre, dais sie sich, wie man zu sagen pflegt, für 
die Elemente eigne. Möglich muls diese sogenannfe elementare Dar- 
stellung nothwendig sein, so viele Schlüsse auch bis zum Ziele mö- 



V--W- ^ 



12. Aufgaben und Lehrsätze, 99 

gen auf einander gehäuft werden müssen^ denn was wahr isty ist auch 
klar. Und umgekehrt^ nur was klar ist^ wenigstens in der Mathema- 
tik^ ist wahr. 

5. Die Curven in der Kugelfläche zu untersuchen^ deren Gleichun- 
gen zwischen Abscissien und Ordinaten Tom ersten und vom zweiten Grade 
sind^ wenn man den Umfang eines beliebigen kleinen Kreises in der Ku- 
gel zur Abscissen - Aze 9 und die darauf senkrechten gröTsten Kreise zu 
Ordinaten nimmt 

6. Auf einer gegebenen krummen Fläche einen bestimmten Fla« 
chenraum mit der möglich -kürzesten Linie einzuschliefsen. 

7. Die Gleichung einer krummen Fläche zwischen rechtwinkligen 
Coordinaten x, y u,nd z ist gegeben. Man soll in der Fläche eine Curve 
so ziehen^ daüs z. B. die z der Curve für gleich- lange Bogenstücke der> 
selben gleich viel von einander verschieden sind. 

8. Die Gleichung einer Curye im Räume ist gegeben. Man lege 
durch alle Puncto derselben und durch einen und denselben bestimmten 
Punct gerade Linien ^ so dafs eine Kegelfläche entsteht^ deren Spitze der 
bestimmte Punct ist Diese Kegelfläche werde von einer krummen Fläche 
geschnitten. Welche mufs die Gleichung dieser krummen Fläche sein, 
damit ihr Durchschnitt mit der Kegelfläche eine bestimmte Gestalt habe? 

9. In einem cylinderförmigen Gefafse, dessen Querschnitte , senk- 
recht auf die gerade Linie im Mantel des Cjlinders, Kreise sind, und 
dessen Aze lothrecht steht , befinde sich eine schwere, unelastische Flüs- 
sigkeit^ und das Gefäls werde mit gleichförmiger -Geschwindigkeit um 
die Aze gedrehet Man sucht die Gestalt der Oberfläche der Flüssigkeit 

10. Bekanntlich können den 12 Tönen der chromatischen Tonleiter 
nicht völlig die reinen Verhältnisse gegeben werden^ die ihnen auf dem 
Monochord zukommen 9 z. B. nicht alle Quinten können f , nicht alle 
Quarten \ etc. des Grundtons sein^ weil 12 Quinten übereinander nicht 7 
Octaven^ 12 Quarten nicht 5 Octayen^ u. s. w« ausmachen , indem (|)^' 
nicht gleich (7)% (f)'^ nicht gleich (|)* ist etc. Die sogenannte gleich- 
schwebende Temperatur rertheilt die nothw endige Abweichung gleich« 
förmig. Sie ist aber der practischen Musik nicht günstig, weil sie einen 
vorzüglichen Reiz derselben, nemlich die Verschiedenheit der Tonarten, oder 
die Enharmonik aufhebt Die Regeln anderer Temperaturen sind willkürlich. 
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Die beste für die Praxis dürfte sein, welche den verschiedenen Tonarten 
die meiste characteristische Verschiedenheit giebt, ohne den sogenannten 
vollkommenen Consonanzen und nach Verhältnils den unvollkommenen sn 
viel von ihrer Reinheit zu nehmen. Wenn auch diese Regel für den 
Calcul noch zu unbestimmt sein mag, und auch vielleicht nicht gut be- 
stimmter mag ausgedrückt werden können^ so lälst sich doch fragen, ob 
Temperaturen möglich sind, in welchen die nothwendigen Abweichungen 
von der reinen Stimmung in den 12 verschiedenen, den 12 chromatischen 
Tönen zugehörigen diatonischen Tonleitern bei den vollkommenen Conso* 
nanzen wenigstens nicht gröiser sind, als bei den unvollkommenen, also 
z. B. bei den Quinten nicht gröiser als bei den Quarten , Terzen u. s. w. 
Wenn solche Temperaturen möglich sind, so werden die Regeln dersel- 
ben und die zugehörigen enharmonischen Systeme verlangt» 



13. 

lieber die Integration logarithmisch -rationaler 

Differentiale. 

(Von Herrn Prot Dr. C. J. Hül zu Lund *)). 



IJekanntlich reduciren sich yiele Aufgaben der Geometrie und Physik 
suletzt auf die Auflösung von Gleichungen^ welche in den schwierige« 
ren Fällen sowohl die unbekannten Grölsen als deren Ableitungen ( Dif- 
ferential -Coefficienten) enthalten können. Zuweilen lassen sich in sol- 
.chen Gleichungen entweder die veränderlichen GröTsen absondern^ oder 
es lassen sich wenigstens Ausdrücke für die unbekannten GröTsen mit 
Hülfe bestimmter Integrale {integrales dSfinies) finden. In beiden Fällen 
beruhet zuletzt die Auflösung auf Integrationen nach Einer Verändere 
liehen 9 wie fdx.fxj welche im Allgemeinen Quadraturen heifsen^ 
und welche also für beliebige Functionen wie fx verlangt werden. Die 
Mathematik löset im Allgemeinen ihre Aufgaben durch vorausgerecbnete 
Tafeln, in welchen für jeden Werth der willkürlich veränderlichen Gre- 
isen die zugehörigen Werlhe der Functionen gefunden werden. Solche 
Tafeln sind also im Allgemeinen für jede Function, die in den Elemen- 
ten desCalculs vorkommt, nothwendig. Wenn z. B. das Product zweier 
Zahlen verlangt wird, so findet man dasselbe in der Producten-Ta« 
fei, oder dem sogenannten Einmaleins. Ob die Tabelle niedergeschrie- 
ben sei, oder ob der Rechner sie im Gedächtnils habe, ist offenbar 
gleichgültig. 



•) Dies« Abhandlung hatte der Herr Verfauer, tuvorkommend seßlh'i^, schon an atinem Wohn- 
ort ins DeuUche äberselsen lasten. Allein die Uebersetaung war an wenig Teratlndlich. Um den 
Herrn Verfasser nicht noch mehr an hemilhan, hat der Heraasgeher Tersucht, den Styl der Ah« 
handlang dem deutschen Sprachgebraoche mehr anzupassen« Dieses Unternehmen war» wegen der 
geringen VersUndlichkeit der Uchersctaang und noch mehr wegen der Undeutlichkeit der Ahschrift, 
batonders der Formeln, schwierig. Der Heransgeber ist daher nicht gans sicher» dals der Sinn des 
Herrn Verfassers Oberall genau getroffen worden, und bat in wänschen» dals er nicht hedenlend 
gefehlt haben ro6ge#^i - Der Htraasgebtr. 

Cr«>)U*a loufDsL IIL Bd. 2. Hf>. 14 
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Tafeln für gegebene Functionen rechnet man nach den Regeln, 
welche ihnen eigenthiimlich sind, oder welche ihre Entstehung bezeich- 
nen. Für Integral- Functionen aber, für welche noch die Reductions- 
formeln unbekannt sind hat man verschiedene sinnreiche Methoden er- 
dacht, entweder dieselben durch conyergente Reihen auszudrucken, oder 
die nöthigen Tafeln successive zu berechnen. Das erstere läfst sich gewöhn- 
lich für beliebige Werthe der Veränderlichen nicht allgemein thun, son- 
dern man muls, um Reihen zu finden, von welchen z.B. 4 bis 5 Glie- 
der 7 Decimalstellen geben, wenn auch nicht die Eigenschaften der In- 
tegral- Functionen, Viie fdx.fx selbst, so doch wenigstens die ihrer Ab- 
leitungen fx zu Hülfe nehmen. Was das Letztere betrifft, so würde das 
allgemeine Verfahren, wenn es auch nicht, wie oft, Ausnahmen unterwor- 
fen wäre, für die Functionen, welche von j: = — c» bis = 4- c» reichen, 
durch deren vielleicht unendlichen Umfang schwer auszufahren sein. 

Es entsteht also sogleich folgende Frage: „Wenn man eine Tafel 
der Werthe einer Function innerhalb eines gewissen Umfanges hat, z. B. 
von X7=:zO bis x = l: wie kann man sich der innerhalb der Grenzen 
berechneten Werthe der Function bedienen, um die Werthe für jede 
Zahl außerhalb der Grenzen der Tafel zu finden , auf die Weise etwa, 
wie bei der Multiplication, deren Tafel nur von bis 10 reichet, die ab^r 
dennoch die Producte aller Zahlen giebt/' Die Beantwortung dieser Frage 
beruhet auf der Untersuchung der Eigenschaften der Functionen, 
welche die wichtigste Aufgabe der Analysis ist. 

Eine nah verwandte Frage ist die: Wie lälst sich der Tafel, welche 
Uols die Function für gewisse Zahlen giebt, und die folglich discon- 
tinuirlich ist, Continuität geben, d.h. wie kann man sich ihrer für 
Zahlen, die nicht in der Tafel gefunden werden, die aber zwischen den 
darin enthaltenen Zahlen liegen, bedienen. 

Für die zweite Frage hat man die sogenannten Interpolations- Me- 
thoden j die Beantwortung der ersten hat aber grofse Schwierigkeiten, 
weil es weder allgemeine Methoden (die auch schwerlich zu finden sein 
möchten), noch sonst bestimmte Vorschriften giebt, in bestimmten 
Fällen zu den unbekannten Eigenschaften zu gelangen. Nur in einzel- 
nen Fällen ist es möglich, und die Bemühung schien mir wichtig, meh- 
rere zu entdecken. Ich kam durch einige Integral -Ausdrücke, auf welche 
die Anwendung eines gewissen Grundgesetzes für die mathematische Theo- 
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rie des Eleotro- Magnetismus führt, auf diejenige Classe von Integral- 
Functionen^ von welcher hier die Rede sein wird. 

Ehe ich beginne wird es aber gut sein, einige allgemeine Bemer- 
kungen über das Quadratur- Problem vorauszuschicken. 

» 

Wie schon erwähnt, beruhet dasselbe auf der Realisirung eines 
Postulats. Nun ist es eine allgemeine Regel, dafs der Postulate nicht al- 
lein so wenige sein müssen, als möglich, sondern dafs sie auch mög- 
lichst einfach sein, und zur Auflösung möglichst vieler und umfas- 
sender Aufgaben dienen müssen. Also auch die Function, welche hier 
postulirt wird, muis so einfach sein als möglich, d. h. sie muls so we- 
nige als möglich willkürlich -veränderliche Gröfsen enthalten. Die ein- 
fachsten Functionen sind offenbar die, welche nur eine veränderliche 
GröTse enthalten, wie log^, tangor. Dergleichen Functionen will ich xctr 
iloxnv einfache, oder Functionen mit Einem Elemente nennen. (Dafs die 
algebraischen Functionen noch elementarer sind, ist eine Einfachheit an- 
derer Art.) Nach jenen kommen die doppelten Functionen, mit zwei 
Elementen wie ^", F(c, (p) etc. Für mehr zusammengesetzte Functionen, 
als mit einem oder mit zwei Elementen, lassen sich schwerlich mehr Ta- 
fein berechnen. Denn da die Tafel für eine Function mit einem Ele- 
ment, z. B. für die Logarithmen der Zahlen von 1 bis 100000, schon ei- 
nen ziemlichen Octav-Band füllt, so würde diejenige für eine Function 
mit zwei Elementen von gleichem Umfange 100000 Bände erfordern. 
Selbst wenn man sich mit dem hunderten Theile des Umfanges begnü- 
genj und z.B. nur von ^ = bis ^• = 1000 und vony = bis y=±lCkX) 
gehen wollte, würde doch die Tafel schon 10 Zahlen enthalten, und also 
10 mal so grofs sein, als die Logarithmen -Tafel, die nur 10 Zahlen 
enthält. Eine Tafel für eine Function von drei veränderlichen Gröfsen, 
in dem Umfange von bis 1000 für jedes Element, würde 10^ Zahlen 
enthalten, also 10000 Bände, oder eine ganze Bibliothek füllen. Voll- 
ständig ausgerechnete Tafeln für dergleichen und noch mehr zusammen- 
gesetzte Functionen, wie z. B. 



Ja 



-f-a, as-^a^x' 

welche Function sieben willkürliche Gröfsen ^^,(7^,03, b, b^y b^ und x 
enthält, sind also weder auszurechnen, noch herauszugeben und zu be- 
nutzen möglich. 

14* 
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Eine wichtige Aufgabe bei der Untersuchung cusammengesetzter 
Integral- Formeln ist also: sie in andere zu zerlegen^ welche weni- 
ger) willkürliche Grölsen enthalten. Je weiter die Zerlegung geht, je 
besser ist es. Es wäre z. B. wichtig , die dreifache elliptische Function 
n auf zweifache zu bringen« Die Berechnung der zugehörigen Tafel 
würde dadurch erleichtert werden, wenn auch die Tafel selbst nicht da- 
bei gewönne. 

Die zweite Regel fGr die Postulate bei den Integral -Functionen er- 
fordert, dals sie einen so grolsen Umfang haben, d. i. eine so ausge- 
dehnte Anwendung gestatten, als möglich, vorzüglich da, wo sie am hau« 
figsten vorkommen, oder dafs man mit ihrer Hülfe so viele Differentiale 
integriren könne, als möglich. Die Functionen, welche am häufigsten 
vorkommen, und in welchen man durch eine leichte Substitution die 
Constanten auf mannigfaltige Art verändern kann, sind bekanntlich die 
algebraischen und insbesondere die rationalen. Wenn P, Qf B, ratio- 
nale Functionen bedeuten, und / bezeichnet irgend eine transcendente 
Function, so kann man ein Quadratur -Problem als reducirt ansehen, 
wenn es die Form fPd xfR hat, weil ein solches Differential im Allge- 
meinen auf die Form einer Summe mehrerer Producte gebracht werden 
kann, und die eigentliche Schwierigkeit nur in der Integration dieser 
liegt, die auch noch in Factoren aufgelöst werden können*)« Nach der 
verschiedenen Bedeutung von / bekommt man verschiedene Arten Ton 
Differentialen, und jede setzt eine verschiedene Familie von Integral- Func- 
tionen voraus, nemlich diejenigen möglichst einfachen Functionen, mit wel- 
chen die Integration des gegebenen Differential- Ausdrucks ausführbar ist» , 

Ist z. E. fR constant, so hat man die gewöhnlichen rationalen Dif- 
ferentiale wie Pdx, von welchen Joh. Bernoulli und Leibnitz un- 
gefähr gleichzeitig **) zeigten, dafs sie mit Hülfe der Auflösung einer 
rationalen Bruch - Function in einzelne Functionen von einer von diesen 
Formen : 

j ^ 9 /» o a-t-a,Jg 



*) Weon min bloüi fdxfoo oehmea wollte, so ist klar, dali, tobtld man, nm den Aiifdniek 
■a Tereinfacben, aUtt ao eine rationale Function von a oder eine solche, deren Differential rttboal 
ist, seute, dieselbe in die Form fdz Pt.fR^ (z) übergeben würde, welcbe immer die allgemeine Is^ 
die man also in ibrem ganzen Umfange au ontersacbcn bat. 

•») Montncla III. p. 132. ond 147. 
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WO II eine gance positive Zahl ist, Torsiiglich auf Logarithmen und Kreis- 
bogen £u bestimmten Tangenten gebracht werden können. 

Bezeichnet dagegen / eine der einfachsten der irrationalen Formen, 
s» B. die zweite Wurzel , wie bei der Rectification der Curven, so 
entsteht schon eine unendliche Mannigfaltigkeit von Integral- Functionen, 
je nachdem R in /'/{auf höhere Grade steigt. Für den Fall, dals JR 
blols eine ganze Function vom zweiten Grade ist, wie a -^ a^x -^ a^a^, 

oder auch eine Bruch -Function vom ersten Grade, wie f Tr'^ y zeigte 

V ^F" Oj 3C 

Newton in seiner y^quadratura curvarum^ dals die Integration von 
Pdx/^R ^auf den Ausdruck der Fläche elliptischer und hyperbolischer 
Ausschnitte führe. Späterhin zeigte Cot es, dals alle diese Integrationen 
auf einfachen Functionen, nemlich Logarithmen und Kreisbogen beru- 
hen, deren Eigenschaften schon bekannt, und für welche schon Tafeln 
vorhanden waren, womit also die Quadratur oder die Untersuchung von 
/Fäx/^^a-^a^x-^a^x^) vollendet war. 

Im Allgemeinen zerfällt jedes Quadratur-Problem in drei Theile. 
Sie sind folgende: 

1) Die Zerlegung, d. h. die Aufsuchung der einfachsten Functio- 
nen, fx, gx etc., mittelst welcher, wenn man sie als gelöset voraus- 
setzt, die Integration aller zu einerlei Classe gehörigen Diflferentiale 
möglich ist. 

2) Die Vergleichung, d. h. die Untersuchung der Theorie der po« 
atulirten Functionen oder derjenigen Eigenschaften derselben, vermittelst 
welcher beliebige Functionen von einerlei Form mit einander verglichen 
werden können \ z. B. wenn man ein Paar Werthe einer Function fj wie 
fxyfy kennt, einen anderen /z, und durch Wiederholung, beliebige an- 
dere zu finden. 

3) Die Berechnung von Tafeln der Functionen, welche durch 
die Kenntnifs ihrer Eigenschaften sehr erleichtert wird, oder wenigstens 
nach Belieben muls controUirt werden können. 

Jede Function von eigenthümlicher Art hat ihre besonderen Eigen- 
schaften, und kann als ein für sich selbst bestehendes Ganze blofs in und 
durch sich selbst berechnet werden. Da eine Diflferential- Gleichung im 
Allgemeinen nichts anders ist, als der analytische Ausdruck der Aufgabe, 
•ine Function zu finden, die so und so beschaffen sei, so ist klar, dals 
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eine gesuchte Function nicht immer blols eine Combination bekannter 
Functionen sein darf, und daher kommt es^ da£i die gegebene Diflferen* 
tial- Gleichung nicht sowohl dient^ die unbekannte Function selbst zu 
finden 9 als vielmehr diejenigen Eigenschaften vx finden , nach welcher 
die Tafel ihrer Werthe zu berechnen sei. So muls es- sich auch bei dem 
Quadratur- Problem oder bei der Auflösung der Gleichung dyt=zfxdx 
verhalten. Wenn diese Gleichung im Allgemeinen und abstracto für den 
Fall^ dafs fx rational ist, gegeben würde, und ntian kennte blofs die alge- . 
braischen Functionen, so würde man durch einen consequenten Ver- 
such, die Gleichung in geschlossener Form zu lösen, nothwendig auf die 
Idee der Logarithmen und Kreisbogen, als der nächsten Functionen mit 
einem Element, die mit in die Combination gehören, welche y ausdrückt, 
geführt worden sein. Es gereichte zu grofser Erleichterung, dals ihre 
Eigenschaften sphon bekannt und Tafeln dafür ausgerechnet waren *). 
Der einzige Fall ♦♦), wo man auf rein analytischem Wege zu einer 
vollständigen Kenntnifs neuer Functionen gelangte, ist der, in welchem 

Schon Maclaurin und d'Alembert fingen dieZerlegung an, indem 
sie zeigten, dafs mehrere dahin gehörige Integrationen auf der Rectifica- 
tion der Ellipse und Hyperbel und gewisser Curven vom dritten Grade 
beruhen. Euler, Landen, und hauptsächlich Legendre, welcher 
zeigte, dafs jedes fPdc/^{a)x auf drei neuen elliptischen Functionen 

4 

F(c, (p), JE(c, (p), n(/7, Cy (P) beruhe, von welchen zwei, Functionen mit . 
zwei Elementen sind, und eine, eine Function mit drei Elementen ist, 
vollendeten die Zerlegung. Die Vergleichung derselben wurde von 
Fa^nani vorbereitet, welcher zuerst die Bissection der beiden ersteren 
fand, von Euler aber vollendet, der die allgemeinen Eigenschaften der 

*) Die Haupt formein für die trigonoinelrischen FttDctionen finden sich schon (geome- 
trisch aasgedrückt) beim Ptolemaeus. Peurbachius machte darauf aufmerksam, und Regio* 
montanus bediente sich ihrer, nebst den Differenzen, su der Berechnung der trigonometrischen 
Tafeln. Ich weifs nicht, wie unter diesen Umständen Montucia, Bist, des mnthem. IIL p, 277.. 
sagen kann: „Jtf ne vois pas que ces expressions sin(3c 4-y) = sinx cosy-)- cosoc tio^' etc, fus» 
sent eonnus au premUrs calculateurs de nos tables trioonometriques,^'' 

**) Dafs man, ohne die allgemeinen Eigenschaften einer Function zu kennen, dennoch Tafeln 
filr dieselbe hat ausrechnen können, wie es bei den Soldnerscbfn, KrampSschen u. s. w^ der 
Fall ist, beweiset blofs die Geduld der Rechher, und die Vervollkommnung, der Rechnen -Methoden 
gehört aber nicht hierher, wo vielmehr von der vollständigen Enlwickelung einer ganzen Classt 
von Integral- Functionen die Rede ist. 



«•. 
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ersten entdeckte, so wie von Legendr e, der die Eigenschaften der letz- 
teren fand, und Tafeln dafür, jedoch nur mit gröTseren Zwischenräumen 
rechnete. 

Betrachtet man fPdx^x weiter, so scheint dieser Ausdruck immer 
neue Integral -Functionen vorauszusetzen, je nachdem iZ auf höhere Grade 
steigt; jedoch kann er im Allgemeinen, wenn R nicht über den sechsten 
Grad geht, noch auf die obigen gebracht werden, wie ich bei einer an- 
deren Gelegenheit zeigen werde. Die elliptischen Functionen hat man 
als diejenigen transcendenten Functionen angesehen, welche von nächst 
höherer Ordnung sind, als die Logarithmen, welche die erste Ordnung 
der Integral -Functionen erreichen. Diejenigen, welche hier abgehandelt 
werden sollen, gehören aber, meines Erachtens, ebenfalls in die nächst 
höhere Ordnung. Zuerst ist leicht zu sehen , dals wenn z. B. eine wie- 

• 

derholte Integration, v/ie fdxfydx zu machen ist, wo y eine rationale 
Function von x oder y bedeutet, die zweite Integration auf fdxPlogR 
oder /rf^-Parc tängÄ, also sehr oft auf diejenige Classe von Integratio- 
nen führen werde, welche hier abgehandelt werden soll. Die Functio- 
nen aber, welche diese Integration voraussetzt, entstehen gleichsam durch 
die Wiederholung derjenigen Operation, welche den ersten Integral -Func- 
tionen den Ursprung gab. Sie gehören also, in gerade - aufsteigender Linie, 
in die nächst höliere Ordnung. Heifsen also jene logarithmische, so 
würden die von der nächst höheren Ordnung bilogarithmische zu 
nennen sein. Sie übertreffen übrigens die elliptischen sowohl an Ein- 
fachheit, da Eine oder höchstens zwei von ihnen blois einfach sind, und 
Eine zweifach ist, als auch an ausgedehntem Gebrauche, weil R von be- 
liebigem Grade sein kann, ja selbst P und R rationale Funotionen, sowohl 
von X als von /"(a-f-ör^^r -j- a„jr*), und selbst allgemein jede beliebige ir- 
rationale Gröfse, die sich durch irgend eine Substitution rational machen 
läfst, sein können. Auch lassen sich noch viele andere Integrationen dar- 
auf bringen, z. B. : 

f(pd(pR[^{a -I- a.e'P -f- flr,e»^)cos(P], 

f(pdq>R(sii\<Pj coscp), 

/rf?)logfi[e^/-(3 + 6,e^^ + b,€^)\, 

/flf(pIog-fi(sin(p, cosCp), 

Jd(p arc tangÄ(^^) etc., 
wo R immer eine rationale Function bedeutet. 
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Ich glaube also, dafs die drei neuen Functionen, deren Entstehung 
und Gebrauch ich vortragen will, einige Aufmerksamkeit verdienen, um 
so mehr da sie, wie sich in der Folge zeigen wird, mehrere Eigenschaf« 
ten haben, die denen der elliptischen Functionen ähnlich sind, und mit 
deren Hülfe auch die Construction und Berechnung von Tafeln ihrer 
Werthe sehr erleichtert werden kann. Einstweilen, bis Jemand die Be- 
rechnung solcher Tafeln unternimmt, will ich die merkwürdigsten Werthe 
der Functionen mittheilen, und convergirende Reihen geben, durchweiche 
man mit etwa 5 Gliedern die Werthe wenigstens bis auf 7 DecimaU 
stellen finden kann. 

•Allgemein sind diese Functionen, so yiel mir bekannt, noch nicht 
untersucht worden. Man findet nur entweder Reihen für verschiedene 
hierher gehörige Integrale, z.B. (bei M. Hirsch, Integral -Tafeln S.291.} 
bei Du Bourguet, calcul differentiel et integral, tomel. />. 449), oder 
einige bestimmte Integrale (integrales d&finies) (bei Du Bourguet, bei 
Poisson, Journ* deVEcole polytechnique cah,X. />. 612., welcher S. 617. 
Mgt : „ cela conduit ä un^ classe nombreuse d" integrales dSfinieSj fui n'ont 
pas encore H^ considerees par les g6ometres^ bei Euler, act. P^trop. 
T. VII\ von welchen sich aber zeigen wird, dafs sie nur unmittelbare 
Corollarien der Eigenschaften der Functionen sind. Was eigentlich iu 
der Theorie dieser Functionen bis jetzt Bedeutenderes gefunden, ist die 
Formel für die erste Function, welche ich weiterhin durch X(ar) bezeichne. 
Sie ist von Landen gegeben und von Legendre (Exercices de calc. 
int. tomel. p.244,) bewiesen. Er fügt hinzu: ,,jusfu'ä präsent on riest 
pas alle plus hin dans la theorie de ces sortes de transcendentes'* ü. 
BernouUi hat in den nov. Comment. Petrop. 1772 />.4., die Summe 
einer Reihe gegeben, welche einem hierher gehörigen bestimmten Inte- 
gral gleich kommt. Ich finde eine Arbeit von einem Engländer, Namens 
Spener ^^ Essay on Logarithmic transcendents'* angeführt, habe sie aber 
nicht zu Gesicht bekommen kommen, weils also nicht, ob sie hierher Ge- 
höriges enthält 

Die Zerlegung einer gegebenen Differential -Formel dxfx mufc 
im Allgemeinen darauf ausgehen, sie in Summen mehrerer ein- 
fachen Functionen zu zertheilen, z.B. so, dals /^ = ^j;-|- %//x, und 
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ffx äx =z f(px dx'\'f'4jx dx*). Ist die Formel nicht schon an sich selbst 
Ton der Art, dals es sich thun lälst, so mufs man sie durch irgend eine 
Substitution so zu verwandeln suchen, dafs es geschehen kann. Ent- 
hält fx mehrere willkürliche Constanten oder Potenzen davon , so lalst 
sich im Allgemeinen Jdxfxj wie leicht zu sehen , nicht in andere ein- 
fächere Ausdrücke auflösen, ohne durch die Substitution wenigstens wie- 
derum eben so viele willkürliche Constanten einzuführen, welche dann 
theils zur Wegschaffung der anfanglichen willkürlichen Gröfsen, theils zu 
der beabsichtigten Auflösung in Summen mehrerer einzelnen Functionen 
dienen. Die Formen für die Substitutionen, die man zunächst versuchen 
wird, sind die algebraischen und insbesondere die rationalen, weil sie 
immer zugleich eine solche Trennung erlauben. Wenn man nemlich in 
dxfx = dy irgend eine rationale Function R von z für x setzt, so 
dals dy=zdzP.fRy so kann, wie leicht zu sehen, der äuü^ere Theil P, 
als rationale Function von z, immer nach bekannten Zerlegungs-Regdn 
(man sehe die Beilage L) in eine Summe von mehreren einzelnen Thei- 
len von der Form: 

1) X-, 

2) ^^^und 



(fc» 4-26 z COS a? + Ä»)" 

aufeelöset werden, so «lals man nunmehr blofs einzelne Theile, wie 

1) fz'dz/R, 

{a + a,z)dzfR 

ZU untersuchen hat, und die weitere Zerlegung beruhet dann darauf, die 
in R eingeführten willkürlichen Constanten so zu bestimmen, dals ent« 
weder fR ebenfalls in eine Summe von einfacheren Functionen aufgelö- 
set werde, oder dals wenigstens die Zahl der willkürlichen Coefficien- 



^yfw 



•) Die Aufl^iung In Prodacle, wie/x =: f tc.V'Xy hat ha AHgemrinen keinen Mafien » «ufii« 
wenn iix^ F(fifxdx), so dafs 

JFja dx = ffxd»,Ff<pxdx = F^f^xdx . . . . , 
wo dF^x =idxFx ist» oder auch, wei n s. B. ein Factor rational ist, and daher in mehrere Glie- 
der aofgelöset werden kann« 

Crelle*s Journal. III. Bd. 2. IIA. 15 



110 13« Hillf über die Integration logarithmisch''ratio7iaIer Di^erentiak. 

ten geringer werde. Durch das Verfabren^ immer neue willkürliche Gre- 
isen statt der vorigen zu setzen^ gelingt es in der Regel , die gegebene 
Form so zu verwandeln^ dals man einen einfacheren und r^gelmälsige 
ren Ausdruck erhält. 

Specielle Regeln für die weitere Zerlegung zu geben , scheiftt im 
Allgemeinen nicht möglich *)9 da sie sich offenbar nach der jedesmali* 
gen Art der Function / richten müssen. Ich will blols diejenige anzei- 
gen^ deren ich mich bei der gegenwärtigen Untersuchung mit Erfolg 
bedient habe. Wenn man nemlich aus einer Differential -Formel, welche 
6 bis 7 willkürliche Constanten enthält, dieselben wegschaffen, oder sie 
wenigstens bestimmen will, so scheint es beim ersten Anblick, dals man 
gleich Anfangs eine Substitution machen müsse, welche wiederum we« 
nigstens eben so viele neue Arbitrairen einführt. Es scheint mir indes- 
sen besser, schrittweise zu verfahren, und erst einige wenige einzuführen^ 
z.B. zwei, deren man sich bedient, um die gegebene Differential -Formel 
erst einigermafsen zu zerlegen, z. B. in zwei etwas einfachere Theile. 
Man wiederholt dann die Operation, bis man zu möglichst einfachen 
Differentialen gelangt. Der Nutzen dieses Verfahrens besteht theils darin, 
dafs, weil die Zahl der zu bestimmenden willkürlichen Constanten ge- 
ringer ist, die Elimination erleichtert wird, und die algebraische End- 
Gleichung auf einen minder hohen Grad steigt, theils darin, dafs man 
bei jeder neuen Substitution eine andere Form für die, willkürliche Con- 
stanten enthaltenden Functionen wählen kann. Auf diese Weise kann man 
in jedem einzelnen Falle entweder unmittelbar oder durch einen beson- 
deren analytischen Caicul finden, welche Form der substituirten Func- 
tion am besten zum Ziele führt. Auch partielle Differentiationen und 
Integrationen gewähren zuweilen einige nicht zu übersehende Vortheile. 

Auf diese Weise ist es mir gelungen, die gegebenen allgemeinen 
Differentiale erst in einzelne, noch ziemlich zusammengesetzte Theile, 
darauf diese wieder in zweifache, und endlich die meisten auch in ein- 
fache aufzulösen. 

Es ist merkwürdig, wie die Schwierigkeiten zunehmen, je weiter 
man in der Zerlegung kommt, fast auf die Art, wie bei der chemischen 
Analyse, wo die erste Zerlegung zuweilen sehr leicht ist, die endliche 



*} Die allgemeinsle Regel drückt die bekannte und wichtig Formel fpdq =:zp^'^f^dp aot. 
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Trennung der einzelnen Elemente aber oft fast unüberwindliche Schwie- 
rigkeiten hat. Die letste Zerlegung dieser oder jener Function mit zwei 
Elementen fand ich nicht eher^ bis ich versuchte, sie als eine eigene 
neue Function, oder als ein Element zu betrachten, und ihre Eigenschaf- 
ten zu untersuchen. 

' Diesemnach will ich nun zuerst zeigen: 

1) Wie das logarithmische Integral jPdxlogR in andere, weniger 
zusammengesetzte aufgelöset werden kann. 

2) Wie eben dieses mit dem Kreisbogen- Integral /Pcfxarctangi? ge- 
schieht. 

3) Wie die solchergestalt erhaltenen, minder zusammengesetzten In- 
tegrale in Functionen mit zwei Elementen zertheilt werden können. 

4) Wie diese Functionen mit zwei Elementen in Functionen mit ei- 
nem Element aufgelöset, oder wenigstens eine durch die andere aus- 
gedrückt werden können. 

Hierdurch ist die Zerlegung der gegebenen Differential - Formeln 
geschehen. Die Aufgabe ist dann ferner, die Eigenschaften der neuen 
Functionen zu finden, und Tafeln dafür zu berechnen. 

Der Kürze wegen wollen wir uns folgender Bezeichnung bedienen. 

Bezeichnung der Functionen. 

1. Eine Function mit einem Element soll durch einen grolsen oder 
wenigstens langen Buchstaben bezeichnet werden, welcher unmittelbar 
vor das Element gesetzt wird. Eine unbekannte Function soll durch 
griechische Buchstaben, wie z. B. (ßx, ^px, eine gegebene durch latei- 
nische« z.B. wie/x, gx bezeichnet werden. Also: 

Sinus X durch Sxy 
Cosinus x durch Cx, 
Tangens X durch Txy 
Logarithmus X durch Lx, 

^-Ii(l + x) durch Xx. 

2. Die umgekehrten Functionen sollen durch das umgekehrte Zei-^ 
chen, oder auch durch einen Strich über dem Zeichen der directen Func- 
tion bezeichnet werden« Also: _^ 

ärcussinus^ durch Sx oder durch %Xy 
arcus Cosinus X durch Cx oder Ox, 

15* 



/ 



Die Function ^ 
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(demnach cosx durch Ox) 
arcus tangens X durch Tx oder durch tZx. 
(Diese letzte Bezeichnung lL, als JL betrachtet, scheint sehr gut an die 
zwei X^(Iog) in dem imaginairen Ausdrucke von arotangx: 

ZU erinnern.) 

3. Zusammengesetzte Functionen sollen durch eine Complexion meh- 
rerer Buchstaben bezeichnet werden, z. B. eine ganze Function vom /iten 

Grade durch \l\^ oder ^ x. Dieser Ausdruck hat also entwickelt fol- 
gende Form: 

^|x = ao+CiX + aaX* + ....-f-a«x" = (^x. 

2 
X vom zw;eiten Grade ist auf diese Weise im Allgemei- 
nen = öo-f- öjX-f- ö,x*. (Diejenige mit imaginairen Factoren von der 
nemlichen Ordnung, nemlich a'-j- 2axC^ -^f-x* ist besonders merkwür- 
dig, und soll, wo es nothwendig, durch f^jx oder (ai)x bezeichnet wer- 
den. Der Winkel wird immer mit demselben griechischen Buchstaben 
bezeichnet, den die Constante aus dem lateinischen Alphabet hat) 

Ferner soll bezeichnet werden 

fdx/*(l — c'Äx*) durch jE^, wie bei Legendre, 

y*^L(i + 2xCcc + «*) durch JD^, 

yi^L(n'+x«) durch Äj. 

Der Kürze wegen kann man die Variabein, welche mehreren Func- 
tionen gemein sind, oder die sich leicht von selbst verstehen, weglassen, 

also -Ex, Ez statt E^, Eli Dx, Dz statt Z)^, JDj; ja selbst C statt 

Ca; l statt ^ x etc., z. B. (^) oder (j) «tatt ö^+aaxC + a:« oder 

a* + 2axcos« + x* etc. schreiben« 

Dieser Bezeichnungen und Abkürzungen werde ich mich bei der 
Rechnung bedienen i in den Resultaten aber werde ich die gewöhnlichen 
Bezeichnungen beibehalten« 



13« Hillf über» die Integration logarithmisdi''rationaler Differentiaie. 113 

L Allgemeine Zerlegung von fPdxLR. 
Eine erste Zerlegung dieses Ausdrucks ist leicht. Denn da eines- 

theüs R von der Form J^ ist, so ist LR = L(^)i? — L(^j:, und 

{Zj^9 (n}^'*^^ ganze Functionen, können in einfache oder quadratische 

Factoren von der Form (c + c,a?)* oder (^" + 2^a:(7j3-|r ^)'* zerlegt wer- 
den. Also ist ZiJ? eine Summe von Grö'Isen, wie nL(c-{-c^x) und 
/iX#(e*+ 2ea:Cß + x*)j anderntheils aber kann P als rationale Function 

von der Form .J , nach bekannten Regeln (Beil. I.) in mehrere Theile 
von der Form 

* 9 

(ö + a^xy oder 

a -f" a,ar 

aufgelöset werden. 

Durch diese beiden Zerlegungen, welche nur die Auflösung alge- 
braischer Gleichungen voraussetzen, findet man also: 

P = ^o.^"" + ^ ^^^^^^y + ^ ^f,.^2bxCJ^x)- 
und 

LA = S/iL(c + c,x) + 2;^L(c*+2^Cx + a:")} 

folglich ist/Pdx.LR in 

zerlegt worden, wo ^(Fx) die Summe der vorhandenen Functionen von 
der Form F(x) bedeutet, und der Kürze wegen nur das erste Glied statt 
der Functionen selbst gesetzt ist [z.B. (ä') statt ä* + ^**^ + **]^ 

Durch diese Vorbereitung ist also nun so viel gewonnen, dafs man 
nur noch die sechs Ausdrücke einzeln zu untersuchen braucht, welche 
entstehen, wenn jede von den zwei Formeln aus LR n^it jeder von den 
drei aus P multiplicirt werden, und welche, wie folgt, bezeichnet wer- 
den sollen: 
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B ^fa^dxL(^l)x =fx''dxL(a'-^2axCa^a^), 



Um nun diese Ausdrücke zu integriren^ kann man sich «der bekannten 

Reductions - Formel 

fpdq = pj^Jjdp 
bedienen. 

Ist nemlich LRssp und fPdx^^i^, so ist nach dieser Folmel: 

fPdxLR = QLR-f^Qs 

welche Formel beinahe alles^ was bisher über logarithmische Integrale 
gesagt worden, ausdrückt. (Man sehe z. B. Lacroix Tr. du Calc. diffir. 
et int^gr. sec. ^dit. Tom. II. p.23 sf.) Ist Q oder/Prfx rational, so ist 
die logarithmische Integration schon auf die gewöhnliche rationale redu- 
cirt, leider aber enthält Q häufig Logarithmen oder Kreisbogen, so dals 
man sich nur im Cirkel bewegt. (In der von Lacroix a. a. 0. gege- 
benen Formel für fPdx(LxY enthalten die dortigen Grölsen iW, £/, K 
etc. nicht allein dergleichen, sondern noch andere höhere transcendente 
Gröfsen, die nicht angedeutet sind.) 

In dem gegenwärtigen Falle ist P entweder x\ oder | ( }) ^ ) oder 

K— ^r"-:r»> und Q entweder — ri> oder ■ r ■ , oder 
Wl w + 1 n — i ' 
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Ifaoh bektinnten Integrations- Regeln ist 

woselbst a, üi etc. und k gewisse Constanten sind. (Hirsch. Int. Tafeln 
p. 106.) 

Uebrigens ist Ä entweder von der Form a-^Oj^x oder ö"+2öx(7a4"^*> 
und demnach dRz=zadx9 oder 2(aCa,4-x)dx und -5- = ^/ ■ — ^ oder 

— 2.(aC+x)(fa? 

Hieraus erhellet^ dafs im Allgemeinen durch diese Reduclion sowohl Jl 
und B, als C und JD auf Integrale rationaler Differentiale reducirt sind^ 
E und F aber^ wenn nicht etwa a=:za^bCß ist^ noth wendig Theile von 
der Form 

y ^ dJc(cCy-f a?) f X+h Cß 
C*+2cxCr + a:^ ^^ß 

enthalten. Diese beiden Ausdrücke mit Jj sind demnach solche^ die sich 

nicht durch die allgemeine Reductions- Formel auf Integrale rationaler 
Differentiale bringen lassen^ und die folglich nicht durch L und Jj aus- 
gedrückt werden können. ' Durch weitere partielle Integration erhält man 
nemlich 

J c-f-Ci dx bbp W bbp PJ l\x 

also besondere Fälle von E und F^ nemlich mit dem Exponenten /z = l, 
welche demnach ausgenommen werden müssen^ und durch £^ und F^ be- 
zeichnet werden können. 

Dergleichen Ausnahmen finden sich auch im Vorhergehenden^ nem- 
lich in A und B, wenn /i = — 1, in welchem Falle Qz=zLx und in C 

und Z), wenn ti = 1, in welchem Falle Jp = — L(&-f-A»x) ist und dem« ^ 
nach ^4^ wieder dieselbe Form bekommt, nemlich logarith misch- ra- 
tional wird, ut-'^ und B"* aber können entweder auf dem Wege, auf 



»♦ 
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'welchem wir sie erhalten sollten^ nicht vorkommen, oder wenigstens ab 
besondere Falle von E und D (nemlich für 6 = 0) angesehen werden. 
Es sind also nur folgende Ausnahme -Fälle weiter zu untersuchen. 

von welchen schon , weil sie von der allgemeinen Integrations- Formel 
eine Ausnahme machen, zu yermuthen ist, dafs sie eigenthümliche Func- 
tionen enthalten, die als bekannt vorausgesetzt werden müssen, wenn die 
Integration möglich sein soll. 

Die drei ersten Ausdrücke könnten als besondere Fälle des vierten 

/Ia 1 X dx M V 
— ^r -^(2)^ gebracht, angesehen wer- 

den^ doch wurde dieses gegen unsere Absicht sein, weil gerade ein- 
fächere Functionen gesucht werden. Diese drei einfacheren Formen 
aus der Acht zu lassen, würde schon errungene Vortheile aufgeben heilsen. 

Bevor wir zur weiteren Untersuchung dieser Functionen schreiten, 
wird es gut sein, erst noch eine andere Classe von Functionen zu be- 
trachten, nemlicb die mit lZ, von welcher schon einige specielle Fälle 
bei der Untersuchung der logarithmisch - rationalen Ausdrücke vorkamen, 
und welche demnach mit diesen verwandt sein müssen. 

2. Allgemeine Zerlegung von /Pc/x. arc.tang.fi. 

Dieselbe beruhet theils auf der bekannten Zerlegung der rationalen 
Function P in Partialbrüche, theils auf einer weniger bekannten Eigen- 
schaft der Function \L (arc. tang.), dafs nemlich die arc. tang. zu rationalen 
Functionen (d. h. die Bogen, deren Tangenten rational sind und die ich 
rationale X nenne), in eine Summe von arc. tang. vom ersten Grade 
(d. h. von Bogen, deren Tangenten rationale Functionen vom ersten Grade 
sind) zerlegt werden können. (S. Beilage II.) 
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Nach diesem Satze kann .man annehmen , dafis 
^^ =^^T^+^i;T6: + ---- = ^^l4^' oder auch 

schon durch Auflösung einer algebraischen Gleichung zerlegt ist. 
Nun ist aber, wenn fPdx = Q, 

fPdxXR = QXR—JL^^.Q. 

Dem Vorhergehenden zufolge darf man also nur für R eine von den Grö- 

Isen — , '' , oder anders bezeichnet, a^^-a^x nehmen, so dals 

d R flfj • doc 

i+ii» ~~ 14.(0+0,0:)*' 

statt i^ aber mu£}, da P nach geschehener Zerlegung die Form x", oder 

{b+b\xr ^^^'^ {b^+ltxC+x^r ^^^^"^ "^"^^ entweder j^, oder 

— 1 

; .,., . , — r=ri> oder endlich 

gesetzt werden. 

Die möglicherweise hierher gehörigen einfacheren Formen der ra- 
tionalen Kreisbogen -Differentiale (deren offenbar, da lZR sich nur in die 
eine einfachere Form iZCa + a^x) auflöset, nicht mehrere, als der ver- 
schiedenen Formen der Partialbrüche der rationalen Function P, nem- 
lieh drei, sein können) müssen demnach, wie folgt, ausgedrückt und all- 
gemein integrirt werden, nemlich: 



2 



- («-.i)(i+x)-« -^ «- y (ft+x)" [1+ ((;)x)'] ' 

CrMlc's Journal« III. Bd. 2. Hft. 16 



X • • • CC X 
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Man sieht hieraus^ dals die beiden ersten «& und ß sich auf Integrale ra- 
tionaler Differentiale bringen lassen, und demnach im Allgemeinen durch 

iL und L ausgedrückt werden; die dritte y aber, da ff... -^^ iöfinaer 



3 /^ dx 

• '/RR ' 



fi 



X ^T^ff enthält, einen besondem Fall von sich selbst, nemlich : 

dx j-x^hCß 

voraussetzt. 

Es bietet sich daher y für 72 = l immer als ein besonders zu un- 
tersuchender Ausdruck dar. Dergleichen Ausnahme-Fälle giebt es auch 
in «, für 72 = — 1, und in ß für /2 = + l; der erste aber (a""*) ist, wie 
man siebet, nur ein besonderer Fall von dem letzteren (ßO- Demnach 
sind aus dem allgemeinen zusammengetzten IniegrsHe fPdXiZR nur fol- 
gende abzusondern, von welchen zu vermuthen, dals sie eigenthümliche, 
einfachere Bestandtheile enthalten; nemlich: 

^ f' =-föT^^ (^ +-'-)' , 

wovon jedoch das erste, ß', durch partielle Integration in 
ß' = L(b + 






Übergeht, und folglich auf dem vorher aus den logarithmischen Integra« 
len herkommenden E^ beruhet; das letzte, y\ aber wird 

wo^ = ^ ^^A ^ , und beruhet daher theils auf einem besonderen Falle 

von dem vorher gefundenen F\ theils auf einem besonderen Falle von 
sich selbst, nemlich, wenn a^ = o, oder 

welches daher der dnzige den rationalen iZ Differentialen eigenthümliche 
Integral -Ausdruck ist. 
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3. Zerlegung der bis hierher gefundenen Ausdrücke in 

Functionen mit zwei Elementen. 

Das Vorhergehende zeigt, dafs die Integrale von PdxLR und PdxXRy 
wenn P und A rationale Functionen yon x bezeichnen, aulser den bekann- 
ten Functionen weiter keine andere neue enthalten können, als diejeni- 
gen, welche sich in C\ D\ F^ und 8 befinden. Wir brauchen uns da- 
her nur mit diesen zu beschäftigen, um die darin vielleicht enthaltenen 
Elemente auszuscheiden, das heifst: die einfacheren Functionen zu finden, 
die als bekannt angenommen Werden müssen, wenn die Integration mög- 
lich sein soll. In dieser Absicht werden die fünf gefundenen Ausdrücke 
so viel als möglich zu vereinfachen gesucht werden müssen. 

Erstlich^ C^ oder j^—^L(a -}- a^x)^ 



wird 



^flL-LAix-ity) = J^yhA-\-Ky, 



wenn man 



und 



A = a — ß.6, X = — r 



/ 



^L(i + y)=Äy 



iietAt. 

Die Function C^ mit vier Elementen (nemlich c, ö^, b und x) 
reducirt sich demnach auf die einfache Function, die ich durch Äy be- 
zeichne, weil einestheils C und T schon andere Functionen bedeuten, an- 
demtheils, weil die Function Ä mit i(log) merkwürdige Aehnlichkei- 
ten hat. 

Bei diesem Integrale C^ sind einige besondere Fälle zu erwägen, 
ö) Wenn a=ia^b ist, so wird 

Denn setzt man ö-|-^i^ = ^^ *^ wird ä-J-xssä^--^ = — > und folglich 

J^L(a + a,x) = /'-^Jt.z = 1(1*2)*+ Const. 

b) Wenn a<ia^by oder^(=ö — ö,ä) negativ, = — c* ist, so scheint 
beim ersten Anblick eine andere Form der Function mit einem Element 
angenommen 'vrerden 2U müssen. Man kann indessen die Integration auf 

16* 
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■ 

c* 1 

folgende Weise auf \ reduciren. Wenn man nemlich » = — . b 

8et«t, so findet man dC^sz — — .Lc* V""^) * ^^^ integrirt, 

* 

C = —Lc\Lz-\'i(Lzy'^K(—z). 
Daraus folgt , dafs K die einzige Function ist^ die zur Integration aller 
2U C^ gehörigen Ausdrücke zu postuliren nöthig ist« 

Zweitens. D^ oder /^q^. jL(ö'+ 2axC?« + x*), 
wird 

wenn man x = ay — 6 setzt. Nun ist 

c« — 2obCÄ + b* ==(^)(_b), 

also positiy^ weil (a)^ i^ui" imaginaire Factoren hat, und folglich durch 
keinen reellen Werth, und noch weniger (z. E. durch x = — b) negatiy 

werden kann. Wir können daher a' = u)( — b) setzen. Dieses giebt: 

(aC(t — hy = <a* (oder a* — 2obC« + b*), 
und folglich kann 

^^^""^ = Cß 

a '^ 

gesetzt werden. 

Hiedurch wird nun D^ in Z/y La* + ö^ verwandelt, wenn man der 

Kurze wegen die Function /-^JL(l +^y^ß + y*) durch I?^ bezeich- 

net, welche offenbar eine Function mit zwei Elementen ist, mit deren 
Hülfe jedes Differential von der Form dD^ integrirt werden kann. * 

.Drittens. -E^ oder ^^-J^^J^^LCc + c,x) 



kann zuerst 






-/ 



gesetzt werden, woraus A durch Differentiation =a — 6a^Cß gefunden 
wird. Durch partielle Integration findet sich alsbald für den ersten Theil 
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welcher solchergestalt auf D* reducirt, und folglich durch die Function 
mit zwei Elementen: Dr, gefunden werden kann. 

Setzt man x=a7 + ^> ^^ Ter wandelt sich der zweite Theil 

in 



pady. 



6 + 2o6'j'4-aV* 
wo b»s=6C?ß+b ist. ^' 

Nun kann man a==±|/lMbj, mit demselben Zeichen wie e^ neh- 
men ^ wodurch ac^ positiv wird^ und entweder 6^ = (und folglich 
b = — bCß, und a = bSß\ oder auch c + e^b = Oj wodurch sich, wie 
man siehet^ der zweite Theil £* entweder auf 

oder auf 

Jl+2yCa+y^'^y— ^y 
reducirt, und da beide nur eine arbitraire Constante enthalten, so kann 
JE* durch Functionen mit zwei Elementen gefunden werden: nemlich 

durch XJy, und entweder durch / oder-E^, von welchen / am dien- 
lichsten zu sein scheint. Setzt man nemlich x = b(ySß — Cß) und 

jt =s ?~^,' . a 9 SO findet man: 

c^obp 

Viertens. F^ oA.rßJ^±^0^.L(c»+2cxCy + :^). 

Ehen wie in E^ kann man den logarithmischen Theil in dP von dem 
Kreisbogen- Theil absondern^ wenn man 

fetzt, indem man, wenn man wieder differentiirt, ^ = a — a^bCß er- 
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hält. Setzt man nun, um die Absonderung weiter zu treiben, 

X = c(ySß — Cy), so reducirt sich F^^ aufser auf iZ und L, noch auf 

zwei neue Functionen von der Form : 

und 

deren jede eine Function mit drei Elementen ist, nemlich a^ a und y 
enthaltend, wenn nicht etwa ein bestimmtes Verhältnifs zwischen den 
gegebenen Coefficienlen Statt findet, wodurch asi=l oder C« = wird, 
wie z.B., wenn bCß^szcCys wie wir weiter unten sehen werden. 

Durch diese Sonderungen und Substitutionen gelangt man daher zu 
der gesuchten Zerlegung von J^^ in Functionen mit zwei Elementen 
nicht. Man muls also eine andere Art der Substitution versuchen. 

Unter den algebraischen Formen ist ^j"^'-^ besonders merkwürdig, 

weil man dadurch drei willkürliche Grölsen einfuhren kann, ohne durch 
die Substitution den Grad der Function zu ändern. Bei Untersuchungen 
wie die gegenwärtige, ist es daher rathsam, diese Form nicht unver- 
sucht zu lassen. Im gegenwärtigen Falle gelingt der Versuch. Setzt 

man nemlich x = ^'V''^ , so findet man: 

_ (n-m)dy (c\ _ c(l+y)>-f 2c,(l+y)fm + nr) + (m+nr)> 

wo (2) ^> c + 2 Ci z 4- ** bedeutet. 

Eine gleiche Form ergiebt sich fiir (2)'^- 

Nimmt man nun aber m und n so, da£s /7i + /2 = 7-, un^ 

mn = ^^ Z^c'^ ^^*' ^^ reducirt sich u)^ auf 

(l+rr » ""^ (2)^ auf i^L_Aj^_, 
folglich F* oder 
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/ 




xdx 



-——.l(^)x auf 



Dieser beim ersten Anblick noch verwickeitere Ausdruck kann nach den 
Principien der ersten Abtheilung einfacher aufgelöst werden. Der au- 
fserhalb des Logarithmenzeichens befindliche Factor kann nemlich als 
rationale Bruch • Function in Theile von der Form 

^ , B-hCy 

zerlegt werden. (Man sehe das Beispiel in der Beilage L) 

Der logarithmische Factor selbst löset sich^ wie leicht zu sehen^ 
in die Summe , 

auf» Und da jeder von diesen zwei Grölsen in jede von den drei vorigen, 

-rf , B , Cy 



1+y 



G>+®«..'^ß)'n+G>..» 



multiplicirt werden mufs, um dF^ zu finden^ so entstehen folgende sechs 
Integral - Formen, in welche nun jP aufgelöst ist, nemlich: 



Al 



Von diesen Integralen ist das erste offenbar =^i[L(l'\'yy\y oder das 
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Quadrat eines Logarithmus j das sechste^ wenn man y'sz setst^ redu- 
cirt sich auf C^ und kann daher durch K gefunden werden j das zweite 
beruhet auf einer besonderen Form von D\ nemlich 



/i 



i^LC+n 



(2) ^ * ß 

Yfo ^ = -y^ — , welche man durch Dy bezeichnen uud durch Z>^ fin- 

(2)» 

den kann. Eben so beruht das dritte auf einer besonderen Form Ton 

(2)'^ 
wo ö* = -TTT— } wßd das fünfte ebenfalls auf einer besonderen Form von 

(2)" 

welche durch G^ bezeichnet werden mag. 

Unter allen sechs Integralen ist daher keines weiter, welches sich 
nicht auf die obigen reduciren liefse, als das vierte, welches auf die Form 

r^^ ^ JL(^*-f'y*) gebracht werden kann, und noch dreifach zu sein 
scheint, jedoch durch eine leichte Verwandlung in La^.Xu '\* H^ über- 
gehet, wenn man nemlich y=zau und — =:z; setzt; desgleichen 



du ^ ,j, . -N rrV 



- . L (i>* + ^*) = ^u 9 welche Form daher die einzige aus F^ ent- 



springende eigene Function ist, die aber nur zwei Elemente hat. . 

Wir haben daher nunmehr alle logarithmisch -rationalen Differen- 
tiale so weit reducirt, dals sie wenigstens durch Functionen mit zwei 
Elementen integrirt werden kennen. Um aber gewifs zu sein, dab es 
mit F^ immer gelinge, müssen wir sehen, ob auch die so eben vorge- 
nommene Sonderung von iP nicht etw'a Ausnahme »Fälle habe, die nicht 
auf Functionen mit zwei Elementen gebracht werden könnten. 

Als solche bieten sich besonders die dar, wenn nz=zm ist, oder 
wenn n und m imaginair sind. 

Erster Fall, wenn 12 = m. Alsdann wäre xs=i Const. und die 
Substitution unbrauchbar« In diesem Falle muls &/i =: — '^^ und 
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n*=^^=hl^ folglich (*--<?)• = 4(4»— cO (<?»* — *xC) sein. Dies© 

Oj — Cj 

Gleichung nach b^ aufgelöst gieht 

i, = c,.i^±i=^.Y(c',-c). 

Bei diesem Verhältnifs zwischen den Coefficienten ist die Substitu* 
tion unmöglich, wefl sie x = Const. giebt. 

Die Relation kann «war, wie leicht zu sehen, oft Statt finden, in- 
dessen behaupte ich, dafs es nur geschehen kann, wenn die quadrati« 

sehen Functionen (2)*^' (2)^ reelle Factoren haben; nicht, wenn die^- 
selben imaginair sind, welches eben der Fall der Formel JP ist; nemlich in 

Setzt man nemlich \^x und ^x statt ^2)^ ^^^ (2)^' ^'^* ^^ 
ziehlich c*, cCy und 6*, bCß statt c, c^, b, 6^, so bekommt man 
c*— c = c'Cy* — c* = — ^'*5y*, also 4» oder ÄCy imaginair, wenn nicht 
zugleich 6 = c, in welchem Falle 4. = ^^ oder 6Cß = cCy ist. Hier- 
aus erhellet, dafs der einzige mögliche Ausnahme- Fall in dieser Hinsicht 

ist 

Dieser Fall aber, der beim ersten Anblick sehr zusammengesetzt 
zu sein scheint, kann glücklicherweise durch die schon früher ange- 
wandte Zerlegung von F^ auf eine, eben der Ausnahme wegen, merk- 
würdige Function mit einem Element, nemlich H oder A ," ^ ^ (^ 4" ^*) 
reducirt werden. 

Setzt man nemlich jt = c(e/4Sy — Cy), so wird 



und 




r 






) 

^.[hc'Sy)-j:i.+hI]. 
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Zweiter Fall. Wenn n oder m imaginair ist. 
In diesem Falle muls ' 

negativ sein, und also = — /^gesetzt werden. Diese Gleichung giebt 
aufgelöset, \ 

SO dals 6^ imaginair ist, wenn man cssk^ und c^=ikCy setst, um eu 
dem eigentlichen F^ oder z\x 

SU gelangen. Nun muls aber die gegebene Form F^ immer reelle Coef- 
ficienten haben, folglich kann dieser Fall nicht Statt finden, oder es muls 

wenigstens eine von den quadratischen Functionen, hier U)^» reelle ein- 
fache Factoren haben, wodurch offenbar F^ auf £' gebracht wird. 

Hierdurch ist nunmehr, da die Substitution x = ^ T ^ nicht meh* 

X rere Ausnahme - Fälle sulälst als die eben betrachteten , vollständig er- 
wiesen, dafs F^ immer durch Functionen von höchstens zwei Elemen- 
ten ausgedrückt werden kann. Das Nemliche wurde aber oben von C^, 
U^ und E^ bewiesen. Also kann jede Integration logarithmisch -rationa- 
ler Differentiale durch Functionen mit cwei Elementen bewerkstelligt 
werden. 

Um das Gleiche auch von den Kreisbogen Differentialen su bewei- 
ten, dürfen wir nur die Zerlegung von 

seigen. Setzen wir 

X = c(zSy — Cy), 

und der Kürxe wegen: 

(j)r = b — b^cCy-^b.Cy.g, 
so wird sogleich 

und diese Form 
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welche schon nur drei Elemente hat^ läfst sich^ wie folgt, noch vereinfachen: 
Setzt man nemlich 



so wird 



und 



X = 5 y 

dx dz 



1+a?» ~ 1+«» 



(l)^ = ^~lf+ 1-az > 

und folglich 

wenn der Kürze wegen 

^ = «['+(JK(5)^] 

und 

gesetzt wird. 

Multiplicirt man daher die obige Differential -Gleichung mit die- 
ser Kreisbogen •Gleichung, und integrirt, so findet man: 

■ 

*ix = [j: (o — ^) + ^] ^ « — ^8z+ Const., 

a 

eine Gleichung, die sehr gut als Ausdruck einer Eigenschaft von '^ an- 
gesehen werden konnte, die wir aber nur zur Vereinfachung dieser Formel 
anwenden wollen. Dieses kann auf verschiedene Weise geschehen, je 
nachdem das arbitraire u, verschieden bestimmt wird. Ich habe mehrere 
' Formen mit zwei Elementen versucht, wie die Form 

die immer, oder 

die nicht immer zum Ziele fuhrt Die folgendt 

hat mir die zweckmäfsigste .geschienen, tLeils weil sich 8 am leichtesten 

17* 
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auf dieselbe reduciren läCst^ thells well sie der obigen logarithmischen 
am nächsten verwandt ist. 

Die Reduction geschiehet^ wenn man ^ s= aetsst^ wodurch man 
für a eine Gleichung Ton der Form 



erhält^ so dals 

a=:*±^(*«+l), 

und folglich immer reell ist Hieraus erhellet^ dafs ^ immer auf 

gebracht werden^ und demnach JPdxiLR auch immer durch Functionen 
mit nur zwei Elementen gefunden werden kann. 

4. Versuch^ die gefundenen Functionen mit £wei Elemen- 
ten in Functionen mit nur einem Element aufzulösen^ 
oder wenigstens durch einander auszudrücken. ^ 

Bis hier gelang es uns^ alle zu den rationalen logarithmischen und 
Kreisbogen- Differentialen gehörigen Integral -Ausdrücke auf Functionen 
mit nur zwei Elementen zurückzuführen. Sobald man aber diese Func- 
tionen auf andere mit nur einem Element bringen will^ häufen sich die 
Schwierigkeiten. 

Die Functionen mit zwei Elementen durch einander auszudrücken, 
hat im Allgemeinen keine besondere Schwierigkeit; auch ist es bei meh- 
reren schon oben geschehen. Wir brauchen daher nur darauf hinzuwei- 
sen. Um die Uebersicht zu erleichtern , wollen wir die rerschiedenen 
Functionen mit zwei Elementen in Classen eintheilen^ so dafs die, welche 
durch einander ausgedrückt werden können, Tereinigt werden. 

Erste Classe. B; =:/^^(a+y), ^^ Z, (a -f ^.)• = /J, 

Zweite Classe. //^ == /f4~r^(ö'4"^')> wovon besonders die 
Function mit nur einem Element: 

ZU bemerken ist. 
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Dritte Classe. yXxsszj -^L(l^x), mit nur eiüem Element) 
<aus CO, D^=f^L(l + 2xCß + x^) (uns D') 

Vierte Classe. S% —jYJ^^^ifl^)y ""^^ —Jj^^^'^^^ + ^)' 

Zur Rechtfertigung dieser Eintheilung müssen wir kürzlich zeigen, 
dals die in eine und dieselbe Classe gebrachten Functionen durch einan- 
der ausgedrückt werden können. 

J)afs es bei denen in der ersten Classe der Fall ist, folgt daraus, 
dals sie alle besondere Formen von Eq sind; von welchen schon gezeigt 

wurde, dafs man sie durch I^ finden kann; und daher umgekehrt diese 
durch jene. Eben so sind die der dritten Classe besondere Formen von 

D\ aufser G y welches partiell integrirt^ 

ist^ und sonach eben auf D^ gebracht werden können. Also können alle 

Functionen Ton der dritten Classe durch D^ gefunden werden^ und um- 
gekehrt. Die in der vierten Classe^ als besondere Formen Yon Ij können 
fluch durch einander ausgedrückt werden. Man kann daher jede Classe 
als eine einzige Transcendente ansehen. 

Hieraus ergiebt sich also, dafs man zu der bezweckten Integration 
höchstens nur vier Functionen mit zwei Elementen, und eine oder zwei 
transcendente Functionen mit einem Element, die aber als besondere 
Fälle der ersten anzusehen sind, zu postuliren braucht/ Da sich nicht 
voraus sehen liels, welche von den verschiedenen Formen der Transcen- 
donten die regulärste (d. h. die, deren Eigenschaften sich am einfachsten 
ausdrücken lassen) sei, so habe ich alle oben angeführten verschiedenen 
Formen,' wie sie aus der vorhergehenden Analyse unmittelbar hervor- 
gingen, untersuchen müssen, um keine merkwürdige Form bei der Aus- 
wahl zu übergehen.. Um aber die vier transcendenten Functionen wo 
möglich auf eine geringere Anzahl zu bringen, oder auch in einfache zu 
zerlegen, wird es gut sein, sie noch anders einzutheilen. 
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Ich bemerke^ daCi alle hierhergehörigen Functionen nur von £W6ier- 
lei Art sind; nemlich: 

1) solche y deren Differential ein Product eines Logarithmus in das 
Differential eines Kreisbogens ist^ oder umgekehrt^ die also von der 
Form: 

fdiZ.Loier/dL.iL 
sind. (Classe 1. und 2.) 

2) Solche^ deren Differential ein Product eines Logarithmus in das 
Differential eines Logarithmus ^ oder auch eines Kreisbogens in das 
Differential eines Kreisbogens ist, die also von der Form: 

/dZi.Ii* oder/rfiZ.iZ' 
sind. (Classe 3. und 4.) 

Diese Eintheilung wird sich in der Folge rechtfertigen. Dals die 
Functionen der ersten Art durch einander ausgedrückt werden können^ 
ergiebt sich im Allgemeinen daraus^ dals 

fdX.L+fdL.X = L.dL 
ist^ woraus zu yermuthen^ dafs sie alle nur eine neue transcendente Func- 
tion von zwei Elementen yoraussetzen : ja^ dafs sie selbst alle . durch eine 

und dieselbe Function ff ^ von einem Elemente ausgedrückt werden kön- 
nen. Wie von den Functionen der ersten Art^ die als transcendente Pro- 
ducte logarithmischer und circulairer^ also ungleicher Functionen be^ 
trachtet werden können^ kann ein Gleiches von der zweiten Art^ welche 
transcendente Producte gleicher Functionen sind, erwartet werden« Hier 
kommt in einer höheren^ transcendenten Bedeutung dasjenige wieder vor^ 
was in den Elementen bei den entgegengesetzten Gröfsen Statt findet, 
dafs nemlich gleiche Zeichen positive , ungleiche Zeichen negative Pro- 
ducte geben. Kreisbogen und Logarithmen sind hier die entgegengesetz- 
ten Functionen) und man kann Jj als einen negativen, oder, wie gewöhn- 
lich, imaginairen Logarithmen betrachten. Die Functionen der ersten Ar^ 
als aus ungleichen entspringend, müssen daher negative, d. h. zu den 
circulairen gehörende Functionen geben (was sich auch bestätigt). Mit- 
hin werden die der zweiten Art positive, oder dem Logarithmus analöge 
Functionen geben. Auch fand ich, dieser Analogie folgend, im Voraus, 
dafs die Function ^, die so verschieden von D z^ sein scheint, gleich- 
wohl durch letztere ausgedrückt werden kann* Wenn nemlich <p und 
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(p^ 2wei Bogen sind^ deren Tangenten die Form ^liLH haben, desglei- 
chen r und r* von der Form /"(^ + c?ji; -|- ^a^)> so kann man. 5 oder 

bringen« Die Bestimmung der Constanten übergehe ich, da sich bald 
eine einfachere Art, h durch D auszudrücken, zeigen wird. 

Functionen von der ersten Art: K ^ * ?. 

l/dL.Jj) 

Da die weitere Zerlegung nicht gelang, so fing ich an, die Eigen- 
schaften der hierher gehörigen Functionen (besonders /^ und Hjj zu 
suchen. Vorzugsweise zog ich die in der obigen Analyse sich besonders 

auszeichnende einfache Function H^ oder A . ^ Z/(i-{"K') in Betracht. 

Besonders schien die Substitution u = -r^ — gelingen zu müssen : sie 

gab aber statt der gesuchten Eigenschaften der Function mit einem Ele- 

1 . t 

ment H^ die eben so gewünschte Zerlegung der Function /^ von zwei 

Elementen, die sich durch jene so ausdrücken lälst: 

Lehrsatz I. I* = H{\=^)+H^ + j;xLH-{-n + C\ 
Denn setzt man -tt- — = «^ , so wird 7-3—2 = — rn — * ^^^ 



folglich 



und daher 



1 + «. « (H:1!K1+^. 



1+. 

Integrirt man nun, so erhält man den obigen Lehrsatz, aus welchem 
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mehrere merkwürdige Corallarien gesogen werden kcJnnenj nemlich 
welcher Ausdruck auch für H^ und Ia\ -{- B gilt 

und wenn /^s=0^ welches ein bestimmtes Integral {intägrale däfi- 
nie) ist, 

(zwischen den Grenzen! 



und Jp s= — 

a 



3) Eben so /i = ^vLi = — -^(IIi)> 

4) 1^ + 11=. I^J:xLa% 

X 

6) 7^+/? = f L(H-/«), folglich /^ = 0, 

7) /_«+r-^+2f/^i^ = o, 

nebst mehreren bestimmten Integralen^ die ich übergehe. 

Da auf diese Weise die Zerlegung von I^ oder A , ^^ . Z/ (a -f- x)* 
glücklich gefunden war^ nahm ich die noch übrigen vor. Besonders schien 
die aus £> entsprungene Function /tt;;— 2 i^ (fl^ + ^)% oder /-qj- L (l -f- ^) 

eben so auflöslich zusammengesetzt zu sein, wie /^^ wovon sie nicht 

sehr verschieden zu sein schien« Leider aber glückte eine andere Zer- 
legung, als die sich unmittelbar darbietende imaginaire, aller Mühe un- 
geachtet^ nicht Ein so geringer Erfolg bei dem einfacheren Falle verr 

sprach zwar nicht viel für H^ oder /j-— ^ . X*(a' + «^)> wovon, da dicf 

Function nur imaginaire Factoren enthält, noch weniger eine reelle Zer- 
legung zu hoffen war. Gleichwohl ist dieselbe vollkommen gelungen. 

Bevor ich sie vollständig vortrage, will ich historisch anzeigen, auf 
welche Standpuncte ich die Zerlegung successive brachte. 
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Zuerst fand ich, dals H^-^rH^a^ durch /, und folglich: durch JE(* aus- 
gedrückt werden kann, woraus sich schon eine Zerlegung hoffen liers. Spä- 
terhin fand ich noch, da£i H^ wenigstens auf zwei verschiedene Arten 
durch / gefunden werden kann, nemlich 

1) *f « = 1 (^S« — K') + ®i»®r Summe von LxJ^ 

a , a 

U — — M-f- — 

WO 0* = —, i/» = — —ü und i/"s=:-| r* 



^ X 



2) 



1 + a 

,a . tT r ^ t ^ rO 



woraus schon erhellet, dafis H^ durch H^ mit Hülfe unseres ersten Lehr- 
satzes ausgedrückt werden kann. Von den verschiedenen Verfahren, 

durch welche man zur Zerlegung von H^ gelangt, will ich nur das ein- 
fachste anführen, obgleich es nicht immer zum Ziele führte z. E. nicht 

die Zerlegung von /^ giebt. Diese ist eine Variation von H^y in Rück- 
sicht des Parameters (o), und nochmaliger Integration. Weil nemlich 

H^ eine Function sowohl von ^. als von » ist, so kann man die Ablei- 
tung nach a finden, welche völlig bestimmt sein mufs, wenn man den 
Anfang des Integrals festsetzt, z. E. fi ^ = 0. 
Dapn ist: 

y * dx 2a _ r2adx /_1 1 \ 

l-|-a?* 'a^ + x» J a^ — i Vl+o:» a» + xV 



a* — l^*" a* — 1 a 

Nach geschehener Entwickelung und Integration wird aber 

Hl = ccLa*+^{^-La^^ etc., 
und daher 

XX a ö Va' ' a/ ' 

d. h. ^hJI = 0, und folglich C = o. Es ist also 

GreUe'f Jonnal. m. Bd. 2. Hft 18 
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d 
a 



TT« 2a r 2 r ( ^\ 

und also, wenn man mit da multiplicirt^ sodann intogrirt^ iin4 de» Kurse 
wegen — = i/ setzt : 



I 



Nun ist abeü, weil a = — , wie leicht zu sehen: 

r du -a — 1 r du - a? — u P du ^, x p du •, • x 

yi+ii^-^H^ =yT+i?-^^+;i ^yi+ii^-^^^-") --yi+;?^(*+"> 

folglich wird 

Es kann aber /^ nach dem ersten Lehrsatze durch H^ ausgedruckt 
werden. Thut man dieses, und bestimmt gehörig die Constante^ so er» 

giebt sich folgende vereinfachte Zerlegung von ^J^^j nemlich: 
Zweiter Lehrsatz. 

2h; = fl.(!t=£^)+ff.(ü±£H:9+afl.(o 

ein merkwürdiges Theorem , welches wir mehrerer VollftahdigJtelt und 
Deutlichkeit wegen, auch noch besonders beweisen wollen. 

Da im Allgemeinen 
ist, so wird 

.„i /i>-aB-' \ __ d«(l+aO(l+a) r (*+«)'+ («-«ir*)* 
V 1+a / ~ (l+a)»+(M— au-')» (l+o)* ' , 

und weil 

(oÄ + ff.ÄO« + (öA — a,Ä)« = (o*+o:).(Ä* + i;), 

so ist 

(1 + c)* + (« — aO* = (1 + '^') (1 + «•«"•)f 
und folglich auch 



nntd 
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s=s (i — «)• + (II + att-»)% 
a negatir genommen wird. 

Es ut tUo 

Die Summe dieser beiden Differentiale ist^ i^ie leicht zu sehen: 

- -^[L(i+a)--L(l-an, 

wenn niemlich die Brüche und Logarithmen partiell aufgelöset werden. 
Durch eine leichte Verwandlung erhält man: 

uind folglich durch Integration: 

= Con»t. + aHi + 2Ä;-.2/; + iI-^.L(J^— iZtf.iCi — c«)*, 

eine Gleicbung, die unmittelbar H^ gieb^ und mit Hülfe des ersten Zu- 
satses sum ersten Lehrsatze den obigen Lehrsatz beweiset. 



a 



Erster Zusat«. Hl-^ Hj ^iEz.La' + Il + C. 

Zweiter Zusatz. "Wenn H^=sO, so ist H-^ = 7tL(l-\- a), 
welches ein bestimmtes Integral (integrale d^finie) giebt^ nemlich: 

Dritter Zusats. Wenn a = 1 ist^ und die Constante gehörig 
bestimmt wird^ so ist 

18* 
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welches eine Bisectionsformel für die Function H^ Ton einex^i Element 
ist. Nimmt man hier i/ = oo^ so findet sich 

welches ein bekanntes integrale däfinie ist. Hieraus erhdl^t nun deut- 
lich^ dafs alle Functionen erster Art nur die einzige neue H ^ o4er 

voraussetzen, durch welche sie alle ausgedrückt werden können. 

Functionen von der zweiten Art: 
(fdL.L^ uni fdl.il^). 
Diese können im Allgemeinen nicht durch Functionen eines EXe^ 
ments, (wie z. B. Aar) ausgedrückt werden, wohl aber eine durch ^4ie 
andere, so dafs nur eine Function zweier Elemente zu postuliren nöthig 
ist. Im Allgemeinen scheint es zwar gleichgültig, welche von den hier- 
her gehörigen Functionen zweier Elemente man zum Grunde legen willj 
jedoch ist dazu offenbar die einfachste die beste. Man kann daher nur 
erst wählen, nachdem die Eigenschaften der Function untersucht worden 
sind. Durch nähere Untersuchung habe ich gefunden dals die Function 



jD^ oder 



/ 






am leichtesten zu berechnen ist, und die einfachsten und merkwürdig- 
sten Eigensclbaften hat, und also am meisten dazu geeignet i^t,. die übri- 
gen hierher gehörigen Functionen darauf zu beziehen. 

Ich habe vielfaltig vergebens versucht, D^ in allgemeine und reelle 
Functionen Eines Elements aufzulösen. Eine imaginaire Sonderung da- 
gegen ist leicht. 
Da nemlich 

1 + 2xC« + x* = (i+xe^')ii + xe-'''), 



so wird 



^" =/f ^(i + x.-*)+/^L(i + x.-) 
= h(xCec-{-xSiii)-\-K(xCci—xSeii) 

(wo /"=T-1). 
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Das merkwürdigste hierbei ist^ dafs dieser im Allgemeinen imaginaire 
Ausdruck in unzähligen Fällen reell gemacht werden kann. Es kann 

nemlich theils^ wenn a mit tt commensurabel ist, D^ durch mehrere A 
ausgedrückt werden ^ wie z. B. 

theils können im Allgemeinen für jeglichen "Werth von » (der auch in- 
commensurabel mit tt sein kann) unzählige Werthe von x angegeben^ 
und die Uebergänge zum Reellen auf unzählige Arten auf die Weise be- 
werkstelligt werden 9 dafs man D^ durch mehrere K erhält. Dennoch 

kann D^ im Allgemeinen nicht anders' als durch eine uüenclliche ^Reihe 

,Ton A reell ausgedrückt werden. Ich werde dieses weiter unten näher 
auseinandersetzen. 

Für jetzt kommt es nur darauf an, zu zeigen, dals alle Functionen 
zweiter Art durch D^, diese Function als bekannt vorausgesetzt, ausge- 
drückt werden können. 

Zuerst ist, wie leicht zu sehen. 

Jedoch mufs Äx als Function eines Elements nicht übersehen werden } 
weshalb wir sie noch besonders betrachten wollen. Zweitens haben wir 
schon bemerkt, dafs alle aus D^ und E^ entspringende, hierher gehörige 

Integrale durch D^ gefunden werden, während alle dergleichen aus F^ auf 

D^ und E^ zurückgeführt werden, und daher ebenfalls durch D^ gefunden 
werden können. Die einzige noch zweifelhafte Form ist daher die Kreis- 

bogen -Form h^ o^ev jYj^^iLaxy die aber auch auf D^y wie folgt, ge- 
bracht werden kann. Da nemlich D^ eine Function zweier Elemente 
ist, so mufs sie auch eine Ableitung nach dem Parameter ^a haben. Es 
ist aber, wie leicht zu sehen. 
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WO Cox eine von x unabhängige Grb'&e oder sogenannte Constante is^ 
die aber eine Function von % sein kann^ welche sich, wie folgt^ bestim- 
men lälst Da durch unmittelbare Entwickelung 

= 2^x0« 3r:~T — p •••7^ 

SO kann man 2>o = ^ setzen. Alsdann ist 

fD^ = — 2(»*9«— |xPiS2« + ....) = 0, 

und för X =: 0, 

^Dq = = — 2iZ-^-|-Cox9 
folglich 



5a 



Cox =.2iZ-^-; 
mithin 

folguch 

Nach bekannten trigonometrischen Formeln (oder nach Beisp. 1. Beil. 2.) 
ist aber 

and hieraus 

folglich . umgekehrt : 

d.i. wenn man j^^ = a, oder x ss ^T^ » und T^« s= /, oder 

üdt 

a, = 2üCf und dof, = . , setzt: 

d.h.: ^»+-^ 

Dritter Lehrsatz. *J = i/'d^^jI^J;. + 2(^0*^ + Const, wel- 

cbes der dritte merkwürdige Lehrsatz ist, durch welchen die Kreisbogen» 
Formeln auf die einfacheren logarithmischen gebracht werden können. 
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Aus der bisherigen Untersuchung geht nun hervor , dals man £ur 
Integration aller möglichen rationalen ^ logarithmischen und Kreisbogen- 
Differentiale fPdxLR und fPdx.arc.tsmg.R nur diese zwei neuen 
elementaren Functionen 

-^^=7*^ ^Ci + a^^a + O 

als bekannt oder berechnet zu postuliren braucht ^ wozu ihrer Einfach- 
heit wegen noch die dritte 

konmit« 

Statt der ersten kann man auch die Form 

Hcp ^fd(pL{S<p)^ 

nehmen findem man der Kürze wegen H^ <f> durch H(p bezeichnet^. 

Wenn man nemlich o: = cot(p oder T^ ss — setzt , so ist 

folglich 

d. h. H^ = Const. —H(f>. 

m 

Als elementare bilogarithmische Functionen kann man daher an- 
nehmen : 

H(p z=fd(p.L(S<f))-*y 
durch deren Hülfe beliebige rationale logarithmisch» Differential« Formeln 
integrirt werden können. 

Da die rationalen logarithmischen Differentiale schon für sich einen 
weit grölseren Umfang haben ^ als die rationalen und einer noch weite- 



•) Man könnte auch x =5 •» == »^9, */)^9 = >D9 aeUen» fo da& A9 ssfd^Hi + §9) 
und >i)^ =i /dipL(i + 2e^C»+t^ wire; dietca aber gewShrt keine befonderen Tortheile. 
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ren Ausdehnung durch Verwandlung fähig sind ^)f so schienen mir diese 
drei neuen Fum^tionen von einem so ausgedehnten Gehrauche und yon 
ehen solcher Wichtigkeit wie die logarithmischen (circulairen) und ellip^ 
tischen. Ich habe deshalb keine Mühe gespart^ ihren Eigenschaften nach- 
«Tispiiren, die ich auch endlich fand. Ein Freund ist mir bei der he* 
gonnenen Berechnung von Tafeln für dieselben behülflich gewesen ^ ver* 
möge welcher die Functionen nimmehr als bekannt angesehen werden 
kommen **). 

Wenn man diese Functionen als bekannt voraussetzt, so kann man 
£• B. folgende Integrationen synthetisch bewerkstelligen. . Wir setzen die- 
selben her, damit der Gebrauch der neuen Functionen besser einleuch- 
ten möge. 

Aufgabe -1. 

ZU integriren. 

Auflösung. Man setze t s=: Tcp, so wird 

folglich, weil 

fd<pL{S<py = H(Py 

und mithin 

fdCpL ((?(?)-•=— H{R ~ <p) ißt, 

durch Integration: 

y ==— H((p + %//)— -fir(fi — (p) — (pIiC^//* H- Const 



*) Es können nemlich onz^hlige Aasdrücke darauf reducirt werden, z. B. 

Setzt man 

so ist 

^ s -il=^ und i/9 = r^^^i- + — 2— )iz, 
und folglich 

9 Vz*— a ^ aj— 8z/ \a^ — %% a^-^^t/* 

d« h* rational, und demnach / ^^ von der Form Z-^-LZ*^ und 

-A 



y OS 9 



also durch obige drei neue Functionen zu finden. 

/ **) Ich habe einige def Hanptpuncte der Tafeln fdr l und H mit Hülfe der gefundenen Ei- 
genschaAen berechnet, und füge sie lur Probe in der Beilage UL bei. 
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Aufgabe 2. </y, = t^^(P^+^') «^er = d<p L (a* + T(p*) 
ZU integriren. 

Auflösung. Man setze t = T((> =s a7ß^ so wird 

ualier* 

dy = dq>L3(pi* — d(pL(C<p*3ß'). 

Weil aber o ^ ^rä» so ist 



und folglich. 



Tß 

, + « — Tß±Tq> __ 5(/?±y) 
*— Ti? — SßCq> * 

1— fl« — S{ß+g>}.S(ß-v) 
. Sß*C^* * 



'woraus 



<(rf<p + rfß)L.S(ß + (pr) + (rf<p^rfß)L^(ß — <p) — rf<pL(i-ö«) 
d. 1. 



und mithin 

d(pL(Sß*C(p'') — d(pLS(ß-\-<p)-}.d(pLS{ß — qf)^d(pH\'-a% 

dßLS(ß-{.<f>)-{'dßLS(ß—<p) \ 

oder 

c=rf((p + ß)L^(<p;+-ß) + rf(<p— ß)LiS(ß— <p)— rf<pL(i— o«)— rfßLji^ 

folgt, daher 

dy = rf<pZi»S(p» — rf(<p + ß)Ii5(<p + ß) + rf(ß— <p)IiÄ(ß— <p) 

+ c/<pL(l-a«)+rfßI^j±f, 
und integrirt: 

= /L(c«+ T(p*)d<p, wo 7'ß == i-r<p, 

welches das obige zweite Theorem ist, auf eine neue Art hergeleitet. 
Aufgabe 3. dy = d<pL(ö«+ 2aC«r<p+ ^(p') oder 

ea integriren. 

Auflösung. Man setze (p = ^—ß, oder T(p a= i2tJt$ ' ^^^ 
sehme ß so^ dals 

GrrJle*« Journal. IlL Bd. 2. Hfl. 19 
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1) c'Tß + aC«(l — Tß«) = Tß, 
80 wird 

Durch Auflösung des Logarithmen und Integrirung findet man daher 

und es kanp folglich y mit Hülfe der beiden vorigen Aufgaben weiter 
entwickelt und ganz durch H ausgedrückt werden. 
Die Gleichung (1.) für gi^bt 

•^ ~ 2aCa ^ 

welcher Werth in \^)Tß und (^aTß gesetzt ^ einen noch verwickeite- 
ren Ausdruck für die Constante der Integral -Gleichung wie c etc. giebt. 
Ich habe deshalb den Ausdruck derselben durch folgenden trigonometri- 
schen Caicul zu vereinfachen gesucht: 

Die Gleichung (1.) kann offenbar so geschrieben werden: 

1— T /g* _ 1 — g* 
2Tß ~ 2aCa^ 

und giebt daher ^ wenn man a:=:Ta setzt, 

T2ß = Ca.T2a (oder 2ß=^i£CccT2a etc. <v) 

T2 ä 

woraus Cx => ttttt^* Substituirt man dieses in 

i za 

a) Q rß oder = c« — 2aC?«rß + Tß% 
so nimmt dieser Ausdruck successire folgende Formen an: 

=z T<i'{i+TßT2ß) — Tß{T2ß—Tß) 
= (r2/?- TA (ra» . ^'^/ß^^ß - Tß) 

- C2ßCßTß^^+ ^ Ä(ra- r/3) = C2/J. Ca» C/^ ^^ W ^^- 
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Substiluirt man ferner C« = -^^ in 

1 2Ci 



b) QaTß = 1 + 2«C»rß + c«7ß», 
80 erhält man eben so, successive: 

= 14- ra*r/?»+(i— To') r/?r2/y =1+ TßT2ß-{. ra> Tß(Tß— rzß) 

_ (l--rdr/y)(l + Tar/g) _ C(a + /g).C(a-/?) _ /1\ _ 

C2/9 "" C2ß.Ca'Cß* —\ccJ'*^P- 

Hierdurch wird nun 



und daher 
und ^ 



S(a^ß).S(<x~ß) 
QaTß C(a+/?).C(a-/?)' 

c = »r[r(a + ß)..T(a — ß)] 



Setzt man noch 



c = T3f, und U^±fl = ry, 

so -wird 

, ^« — Cfa+/g)-C(a-/?)--S(a+/9).5(a-/g) _ C2a _ 2T8I 

*""''— c{a+ß)C(a-ß) " C{a^\-ß)C{fl^ß) — T2M' 

}H^ai ist aber nach der zweiten Aufgabe 

Jd^L(c* + T^J") oder /rf^^I, (TSP + Typ") 

und nach der ersten Aufgabe 

JdypL{T4. + Tß')- = H{^ + ßO + //(Ä — ,/.) + ^pZ(Cß7. 

Also wird, -wenn man alles zusammennimmt, indem man ß* =l{ — ß 
(wo ÄssQO^rsiw ist) und <// = ^ + ß setzt: 

y oder fd<pL(Ta' + 2C»TaT<p + TCp") =s= F„ 
= i[Ä((p+ß+y)+Ä'((p+ß-y)]--//(<p+ß) +H[Ä— (<p + ß)] 

+ i/(Ä + (p) + yLTaÄ + 2f) +<pL-^-^ + Const., 

wozu nur folgende einfache Hülfsgleichungen nöthig sind: 

'19* 
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Ta= /:[rCa + ß).T(a— ß^] 
und 

Mit Hülfe der Eigenschaften von H kann dieser Integral -Ausdruck 
noch etwas vereinfacht werden, wie ich weiterhin zeigen werde. 
Anmerkung. fd\pL{a* — 2aC« rt/;-|- Tt/'*) findet man, wenn mÄA in den 
vorigen Ausdrücken •?/; = — (p setzt. 

Zusammenstellung. 

I. Integration der einfachen logarithmisch-rationalen 

Differentiale. 

1. Wenn 



so ist 



a 



f^Lbu = l[L(bu)\% 



2. Wenn 



6 + ^,0? 
a^x Ca — b 



Cß 



9 



so ist 
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Besonders zu bemerken ist 
und wenn 3^3 = — • 

3. Wenn 

^ = a — aJCßy 

\y et — : • » 



so ist 



ff 



JE* = E''x 

b 

a 

und wenn 

ar + ÄCß = bSß.T<p, 

c-~bc,Cß = Äc,Äß.yr^, 
so ist 

Besonders zu bemerken ist: 
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Wenn 



C 



Wenn 

2) c; =r-^^^^^ = i^^i>(.+r)-2>_(4^,c.- 



Wenn 



so ist 






Wenn 



so ist 



=: - |[H(<p + ,P) + i/(Ä_ip) + (PL(?>^J. 
x + C« = Sx.T<p, 



Zusatz 1. /rf£« = Oi 2) ^«-2H|« ^ ^^jg « _ 



oc 2*« 



4. Wenn 



^" bsjTir* 

2) Tab =: Ca.T'aa, 

3) T^/. = I(£.±^, 



SO ist 



Wenn 
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F\ SS F'x 

•/ b^+2bxCß+x'' b ^' 6 

^. _. /* <fxL(c'4-2cJ^Cy+■r') 

4) (p = », — 6, 
TS» r= T\> — T% 

\x =s ~ ^'f^^l etc. -wie oben], 



so ist 









fc» + 26xC/?+x» 

Besonders zu bemerken sind: 
Für 2), 

1) /rf(pL(ra' + 27'(p7'aC<»+.r<p*) = 
Const. + l [//((p+ 6 + N^) + H(<p + 6— ^^) — //2(<p + 6)] 

+ Ä(Ä + <p) + ,/;L7'(iÄ + 2l) + <pL4^||^. 
Für 2) und 4) 

J-o^n ^ n ® \ ^ — C2aC»?» 



C(a+b)C(a— b) 
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IL Integration der einfachen rationalen Kreisbogen- 
Differentiale. 



Wenn 



80 15t 



c + c^x = 1/ = TCP, 
bc, — cb, = b.Tyl^, 

1) ß = ß^x = 
6 



jT^J'(<: + '.'^)=W.l"(1'+*)+«iR-t)+'Pl.l:-^^^^^^^)- 



Wenn 



so ist 



bSß ' 



a 



2) 7 =: V'x 

Es kann aber 6« + 2 Aar Cß + «« auf die Form B'+gb»»4.C»4-«» 
gebracht, und daher 

nach i^* durch H^ gefunden werden. 
Wenn 

CjbCß — 



^ ~ c^bSß ' 



o 



* ~ CjbSß^ 

tt = r(p = c + c^x, 



ra« = 



2aa^ 



so l:)t 



9 = « + >//, 
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Beilage L 

Einfache Art der Zerlegung rationaler Brüche. 

1) Wenn der Zähler von höherem Grade als der Nenner ist, nem- 
lich m>7i, so ist 






X 

2) Wenn der Zähler niedriger als der Nenner oder m^rij also 

der bei (1.) zurückbleibende Bruchtheil \g. > wo m=:n — i, zuzer- 

legen ist^ so geschieht dieses 

d) in eine Summe von einzelnen Brüchen wie — ^^y deren Nen- 

her wie x — 4^ einfache Factoren des gegebenen Nenners (u x sind, wel- 
cher also in 

(x^^b^{x — Ä.) . . . .{x — b)) .... {x — Äi) 

aufgelöset werden mufs, und deren Zähler a^ ist, oder = JT^ — ^ ^* ^* 
diejenige Grölse, in welche /\V — oder ' ^ übergeht, wenn 



X 

\n/ 

X 



(/7 /9V V J ** 

n) ^ *^ —b 6^®^^^ ^^"^ Producte der übri- 
gen Factoren des Nenners aufser x — b^ ist. 

Cfflle'f JonrDal. lU. Bd. 2. Hft. 20 
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b) Hat dag;egien der Nenner mehrere gleiche Factoren, z* B. wi« 
(x — by, so geschieht die Zerlegung am einfachsten nach einer von Hrn. 
Magister Berlin hieselbst^ in einer academischen Abhandlung (de com^ 
positione fractionum rationalium, Land. 1824.) dargestellten Methode, die 
hauptsächlich darin bestehet, y + ä statt x zu substitüiren, wodurch der 
gegebene Bruch 

nach geschehener Entwicklung, auf die Form —j^ r — gebracht wird^ 

welche sich leicht in ^ . 

\T/o , VV/t ^ VT/. _, \T/^x \ P' 



zerlegen läfst, wenn man blofs L^^.)/ in (,^)y dividirt, doch so, dajb 

man von den niedrigeren Potenzen von y anfängt, und also einen Quo- 
tienten von der Form 

\c/o * \c/% ^ ' \c/z ^ ' Co + c,jK+<^ar +---^ 

= r"H ;:^ y + ---- 



<?o ^o 



bekommt. [Man kann auch, statt mit Co4-Cjy + Cay* + ..,, zu dividiren, 

ml.i-^y + (|-j)/-G{— ^:^ + .^)r'H--m«l.ipUoire.. 

Alsdann sind die Coefficienten , nach Arbogast^ die successivea Deri- 
vationen von c^M 

c) Hat endlich der Nenner einfache, imaginaire, oder positive qua- 
dratische Factoren, sie mögen ungleich oder gleich sein, wie l(a)y| 

oder (y* + 2ayC + ö% so setzt man x -f- aC = x oder y = j? — aC, 
wodurch der. Factor (x^ ^ ä* C^y =;^ (p^ -{' e^y wird, wenn esuaS». Der 
Zähler Ty nebst dem Producte der übrigen Factoren des Nenners P, wer- 
den Functionen von x. In diesem letzteren P werden nun die Glieder 
mit' geraden und mit ungeraden Exponenten abgesondert, so dafs es atiB 
einer geraden Function =zF(x^) und einer ungeraden ^x.G(x^) besteht, 
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wieP = 7^(^) + a?.G(jr«) = Par. Für ein negatives a: ist F(x'')—xG(a^ 
= P( — x). Hiermit wird sowohl d^r Zähler als der Nenner multipli- 
cirt Dann wird der neue Nenner eine gerade Function :=:(j^-\'^y.N(x^), 
wenn man der Kürze wegen JV(x'^) = [P'C^*)]* — x*[G.(x'')y set;Bt, und 
der neue Zähler kann durch Vereinigung aller geraden Potenzen [in 
z=: H(af^)] und aller ungeraden [in =ixl(x*)], unter die Form //(x*) 
'j^xl^x^ gebracht werden j so dals man jetzt bloIJi ^ ^ 






und 



f(x*) 



{x^^e^y.N(a:^y 

jedes für sich^ zu zerlegen hat^ welches auf die obige Art leicht geschie- 
het (nemlich dadurch 5 dafs x*4~'^ = ^ gesetzt^ und nach geschehener 
Entwickelung gehörig dividirt wird u. s. w.)« 
Auf diese Weise erhält man: 



H(x^) 



und 






ro 



r\> 



B 



rt7 + 



^i 



(x»+e»)jYar» — (** + 



«•/ + 






- + etc. 



+ etc.. 









wd folglich 

Dieses allgemeine Verfahren kann, wie leicht zu sehen^ noch ver- 
einfacht werden* Wenn man z. B. blols den Nenner zu einer gegebenen 
Potenz eines der Factoren des Nenners sucht, so braucht man nur die 
Substitution und Division bis zum Grade des Exponenten, oder bis ^ zum 
nächst niedrigeren fortzusetzen etc., welches weitere Detail ich übergehe. 

Allgemeine Beispiele. .1. 



a^ay 



m 



+ 



B+Cr 



SU zerlegen. 

Auflösung. Setzt man — 1 anstatt y in f-^j^f «o ergiebt »ich 

^ o — a 

Um B und C zu finden, multiplicire man "^V^ mit j— ^, wel- 
che» """^'j;^"""^^ giebt. Setzt man hierin — j statt y* (nicht 

statt y), so erhält man: 

20* 
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""^"J L ^ «-« _ aß-\-ha , (a-a)ß 

welches der gesuchte Zähler B'{'Cy ist Es ist also 

a'\'ay 1 / g — a , a ^9+ ha -f-y jSfg — a)\ 

Anmerkung. 1. Die Richtigkeit dieses Verfahrens ist leicht einxusehen/wewi 
man in dem verwandelten Brache z anstatt y setzt, wodurch er in 

a — az j^ a — a 

(l-z)(*+/Jz)+^- (!-*)(& + /?*) -.'... 

Übergehet; wo jedes Glied offenbar als rationale Function von z mit linearen 
Factoren im Nenner, zerlegt werden kann. Der Zähler zu h-^ßz wird nach 
der gewohnlichen Regel 

a + a-j 



«+7 '+7 

gefunden. 
Anmerkung. 2. Die Regel kann auch so ausgedruckt werden. 

Nachdem durch gehörige Substitution der quadratische Factor auf die Fprm 
{o'^-f-ez)'' gebracht worden, wird in dem Producte der übrigen Factoren — x 
statt -{-or gesetzt^ und mit dem Resultate werden Zähler und Nenner multipli- 
drt ; hierauf wird a?* -f- e* = z gesetzt und von z^ an dividirt. 

Ein nicht zu übersehender Yortheii bestehet darin, dafs man den Nenner nicht 
im Voraus zu entwickeln braucht, sondern ihn als Product hribehalten und dj» 
Substitution in z gleichwohl bewerkstelligen kann« Dann Vferden blob die nla^ 
drigeren Potenzen von z, wie ;s^, z', z* entwickelt, nemlich höchstens bis zum 
Grade des fraglichen Factors, oder Eins weniger. Hierauf wird auch nur eben 
so weit dividirt. 

Bisweilen kann es vortheilhaft sein, statt der gewohnlichen Entwickalling und 
Division eine logarithmische anzuwenden, besonders wenn die Zahl der Factoren 
im Nenner und deren E:rponenten ziemlich grois sind, aufser dem des fraglichen 
Factors, welcher z. B. = oder -<3 ist. 

Aufgabe 2. 

£rste Auflösung. Man setze ac^4~4 = ^9 ^^ si^ss« — 4, und 

multiplicire Zähler und Nenner mit 

- (1 — x)\(2 — x) = 2 — 5.x + 4x» — a^[=P(— «)], 
so erhält man: 



\ . 
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. 2+10jc^— Jp(t+8ar*4>3ar^) 

oder^ nach geschehener Substitution : 

_ 16z— 8z+6z^— jc(iy — 16g + a:g^) 
y " z» (200 — lOöz+Cz* + .>..) 

Dividirt man nun mit 200 — 105 z + .... in 162 — 8z... ^ so erhält man: 

iftfe + vsisTs^ +••••! oder A -^ Jl^z.... 
Diyidirt man mit 200-^1052r-|-.... in 17 — 16z — ...., so erhält man: 

tV^ — r"?A7^ + --*> oier B + B^z ' 

Es ist daher 

_ 162— .17a ? I 5,05 + 7,075 j , T 
^ ~ 200(a?* + 4)» "*" 200(ar» + 4) "*" P * 

Zweite Auflösung. Man bringe den gegebenen Zähler nebst 
P( — x) unter die Form p-^-x^^ und ;^i + »fi> so da(s /> und y nur x*, 
und daher nach geschehener Substitution (x* =^ z — ^) nur z enthalten. 
Der neue Zähler wird dadurch nach geschehener Entwicklung 

oder 

= ß 4" ^i^ + •••• + ^(P + *i^ + ••••) 
und in dem Beispiele 

_ (_i4 + 4-f«.x(l+z)(— ll + 3z + 2^) 

= 162.— 8z + .... — x(17 — 16z + ). 

Statt der Entwickelung und der Division bedienen wir uns nun der Lo- 
garithmen. Wenn nemlich 

L(a + a,z + a^z") = Ä + ä,z + b^z"" + 

ist, so ist 

b = La oder a = e*; a^ = aÄ; ö, s5= ö(Äa + |Äj) etc. 

Hier ist 



162 — 80 t 



folgUch 



z*{i—zy{8—zy 






( il62-./Äz+) 
{-L8 + |z+ J 

162 ,101 ^/81 . 101 81 



8,25 



"*"3240^ ~ ^\100"*'3240* 100^"*"/^ 



folglich 

y,.Z- = tV^+i:V%V« + ---- = 
dem Quotienten^ der sich auf diese Weise durch eine einfachere Rech- 
nung findet als vorhin. Eben so wird 



154 13. Hill, über du hOegrationli^arHhmiteh-fiahMaerD^ereiitiaki' 



und daher 



17— i6z 



I'(/Ä-^«+), 



__ _ 162— 17a? , 202+283» , T 

— y» — «y«— 200z* "*" 8000« "^ p' 



y ^ y 



Beilage II. 

Ein Bogen, dessen Tangente eine rationale- Function ist, kann in 
eine Summe mehrerer Bogen^ deren Tangenten ganze rationale Functio« 
nen vom ersten Grade sind^ aufgelöst werden j d. h. es ist 



ILX (flf + öl x). 



1. Die höchste Zahl der Grade im Zähler kann immer geringer 
gemacht werden als die des Nenners. 

a) Ist r<^ny so ist es von seihst der Fall. 

b) Ist r'^ riy so ist 

'0 




X 



fO^l _ . 



10' 



= im — dl 



X 



lö 



X 



c) Ist endlich r = /z^ so gelangt man dazu auf folgende Weise: 

Durch Division bekommt man 

1 



0- 



= -?- + 



U.) 



» 



h 




X 



1 ""n .1 , 1 

h 
n 



Nun ist aber 



XR — XS r=z iL -: 



R^S 



und daher 9 wenn man R 






1 + RS* 
1 



nimmt 
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WO der Zahler , wie leicht zu sehen ^ nur einen Grad niedriger ist als 
der Nenner^ nemlich vom (n — l)ten Grade, während der Nenner auf 
den hten Grad steigt, und für reelle Coefficienten auch nie niedriger 
werden kann^ weil 

Ä-, . Ä-, + c_, . c^ 

nicht gleich Null werden kann. 
Beispiel. 

Auflösung. Es ist 

\2/^ Ca I e + ^x«? 

— IT T 



D' '• 



a)'' 



WO e = c-^-j^b und e^ = c^ — jr^ii folglich wird 

wenn der Kürze wegen s^zzzb^-^^c^, d.h. g = Ä-j-^V, ^i==*i+t^^i 

und f, =3 Äg + ^ ^4 = ^'T^^ gesetzt wird, welches wie man siehet, nicht 
gleich Null ist. 

1 "f 1 *! 1 1 

Oder auch e^^=zb^c^ — c^b ^ und f^=Ä^ + ^a^r> wenn man mit 

*a abkürzt, da e^ = äJ? + c^^* und daher niemals = ist. 

2. Nachdem man dem Zähler nach (1.) einen geringeren Grad 
als den des Nenners gegeben hat, nemlich r^riy so geschiehet die Zer- 

legung von j, -^r— , oder kürzer von J. ^ (d. h. <JL in einen eigentlichen 

Bruch) am einfachsten auf folgende Weise: 0er Kürze wegen sei dp 

= -T^, wie bei Arbogast. 
dx o 

WeU 

. j (o) _ {h)d{a)-{a)d {h) 
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ein rationaler Bruch ist, so kann er als solcher aufgelöset werden« Da 

aber der Ausdruck (ö)* + (ä)% oder l(r)^J + |(/i)*| iö^n^er positiv ist^ 
so kann er durch keinen reellen Werth von x jsu gemacht werden^ 
und hat deshalb blofs quadratische Factoren. Setzt man daher einen 
von diesen =(x+ß)* + «*==(3C + ß+'a)(« + ß — /«) (wo /■ = — i), so 
mufs einer der imaginairen Factoren in diesem Factor einem der ima« 
ginairen Factoren des vorigen gleich sein> z. B. x-f-ß-{*/« in (&)-f-''(«)y 
während offenbar der andere x+ß — /« ein Factor in (b) — i(a) wird^ 
wenn man das Zeichen von i verwechselt 

Anstatt nun gleich den ganzen Ausdruck 

{b)d{a)-{a)d {b) 
(a)*+(6)* 

ZU zerlegen^ verrichte man erst diese partielle Zerlegung: 

{b)d(a)-{a)d{b) _ r( d{a)-id{b) , d(a) + id(&) \ 
(a)- + (6)a — ^V {b)+i{a) "^ {b)-i{a) /' 

deren Richtigkeit leicht durch wirkliche Addition in dem Gliede rechts 
' erhellet (Es ist nemlich: 4^ + 7^ = 2.}^^). Man darf nun bloü 

diese niedrigeren Brüche auflösen, nemlich /fx T '/ V «nd ■ )l{ .^ \ 9 

° W + «W {b) — i(a) ' 

oder blols den einen ^ da sich die Auflösung des anderen durch Umkeh- 
rung des Zeichens von i ergiebt Weil aber nun x -{- ß -{- i« einer der 

Factoren in (Ä) + i(ö) ist, so ist . ^ . . einer der 'partiellen Brüche^ 

aus welchen <^^-^^^^^ bestehet und A - ^^^^-^^^^\ .- rfW~>rfW 
^ aus welcüen ^^j^^^^j besteüet, una ^ _ ^^^j—^ _ d{)>)-id{a) ' 

= — /• Wenn also das Zeichen in / geändert wird, so ist ferner 
— .a • einer der partiellen Brüche, welche zusamAien !tl \ < 

a?+/y — la '^ ' {b) — i(a) 



ausmachen« Die halbe Summe 



j, . • , a 



ist also einer der partiellen Brüche in 

{h)d{a)-{a)d{b) 

{bY + {^Y • 

Auf diese Art wird bewiesen, dals wenn die übrigen Factoren in 
(Ä)« + («)» oder [(!;)«:]'+ [t)x]*, (x + |30' + «.', (x + ß.)* + a/ etc. 
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a, a. 



sind, daft alsdann , — r ^ J . — 5 — ; — . ^ ,\ , > etc., zu den partiellen 

Brüchen gehören, in welche ■ /fc\aT( ia zerlegt wird, so dals dieser 
letztere Ausdruck, 

W c^+/?;*+«* (^+Ä)^+«: c^+/?a)*+«: ®^' . 

ist, folglich ist wenn man integrirt: 
^m = ^-ir»+ ^-4V + ^-5V + etc. + Const = lZ (^). 

Es ist noch übrig die Constante C zu bestimmen, welches dadurch ge- 
schehen könnte , dals man x = setzte , so dals 

wäre. Sie wird aber leichter gefunden, wenn man 

fluccessive addirt Man sieht leicht, dafs die Summe von der Form: 

ifity denn man erhält successive 
und allgemein: 



Folglich ist der Zähler um einen Grad niedriger als der Nenner, und des- 
halb wird, wenn man C = iZ c sötzt^ 



iL 



fCH_,.. rt-i»_rO+L±i) 



X 



folglich 

welches (weil r < //) unmöglich ist, wenn nicht c = = TC^ und folg- 
lich C -=. mii ist. 

Crclle'f Jonrnal. III. Bd. 2. HfU 21 
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Wir haben daher folgenden Lehrsatz: 
Wenn 

80 ist 



{a)x 



X '"' 



+ tZ 



a. 



wenn für m eine solche ganze Zahl genonamen wird^ dals beiderseits 
ubgefähr gleich viele halbe Umfange sind. 

Zugleich haben wir folgende Summe: , 



a 



ßz 



ß, 



iL -jT -{^ Tn iFy 



wo 



((i+p,)"+<][(x+w+«a....[(x+ß;;)'+«il]" 

= [{n-iH'+[C>]''«- 



aSa 



2at 



Beispiel 1. iL . , ' ^ oder tZr-i r-rs m> wenn t = T^x, 

^ l-j-aCa l-|.a-|-Cl — «)<* 

Auflösung. Man setze 

(1 — ö)/»+ 1 + flf +2a^./ = 0, 



so ist 



— ai + i 



d.h. t entweder + l./ oder — ^ ^i^ daher 

1 — a ^ 



aSa 



^* 



l + aC'a 



= j: 



— 1 



Zusatz. iLR{Sot>^CcC) kann auf gleiche Weise aufgelöst werden, 
da dieser Ausdruck offenbar auf iZ^ÄCiTja) zurückgeführt werden kann. 
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Beilage III. 



X 



1 

0,9 

I 

Vd — 1 

2 

0,5 



X(-x) 



1, 644 934* 066 848* 
1, 299 714" 721 99l' 
0, 978 469* 393 026' 

0, 755 395* 619 093' 



X 


~X(-x) 



0,1 

T 

3— Vö 
2 




0, 102 617' 791 099' 

0, 267 652* 639 020' 

0,426 408* 805 724' 



0, 582 240* 526 465' | 0, 5 | tt «• — i (L2y 



I 



Kx 




0,1 



I 
%■ 
r 

T 

T 



V5 — 1 

2 

1 





0,097 605* 235 229 
0, 121 296* 628 923 
0,235 900' 297 680 
0,309 033* 126 451 
0,448 414' 206 956 

0, 542 191' 216 451 

0, 822 467' 033 424 




Kx 



12, 241 
4,198 
3,685 
2,369 
1,939 
1,436 

1,218 



081* 
859' 
676* 
939* 
375* 
746* 



518 
487 
000 
797 
420 
366 



111 

058' 
552' 
102' 
869' 
850* 



525' 260 686' 



^ «• 



Tl 



<p 


H<p 












Y\'Jt 


1, 227 310' 146 118' 




Tl» 


1, 740 803' 636 564' 




t\w 


2, 004 758' 639 330' 




^,11 


2, 128 351* 797 844* 




A« 


2, 171 563* 403 089' 




4» 


2, 177 586' 090 303' 


584 130* 


T'f + 4' 


Hv H(iit — ^) 




V 


4,355 172' 1«0 607' 


= 9rL4. 



I 
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14 

Reeherches sur les fonctions elliptiques. 

(Par Mr. N. H. Abel.) 

I 

(Saite da memoire Nr. 12. tom. I!. cah. 2. de ce jonrAil*))« 



§. VIII. 
Expression algöbrique de la fonction ^(— ) dans le cas^ 

ou e = c=l. Application a la lemniscate. 

34. 
JLlans le cinquieme prargraphe nous avons traitö T^quation P, = 0, d'oü 

dopend la dötermination des fonctions (p f — ) et (p f — J . Cette ^quation^ 

prise dans toute sa g^n^ralit^^ ne paroit gu^re r^soluble algöbriquement 
pour des valeurs quelconques de ^ et c; mais n^anmoins il y a des cas 
particuliers y oü on peut la rösoudre compl^tement^ et par suite obtenir 

des expressions algöbriques des quäntitös (p (— ) et <p (— j en fonctions de 
e et c. C'est ce qui arrive toujours^ si ^(— ) peuvent 6tre exprimösra- 
tionellement par (p \—j et des quantit^s connues^ ce qui a lieu pour une 
infinitö de valeurs de — • Dans tous ces cas T^quation P,= peut 6tre 

CT 

rösolue par une seule et mdme m^thode uniforme, qui est applicable k 
une infinit^ d'aiitres öquations de tous \bs degres. J'öxposerai cette mö* 
thode dans un memoire separ^, et je me contenterai pour le moment k 
considörer le cas le plus simple, et qui rösulte de la sypposition e = c = l 
et 72 = 4v-j- 1- Dans ce cas on aura 

208. I "• =/nr^) "'^ * = ^'' 

(/« = /-(i— <p««j Fa, = v^(l + <p*«). 
De mdme 

209. <p(«0 = /.<p«, 

ce qui se fait voir^ en mettant xi au lieu de /. Cette formule donne ensuite: 

. 210. f(eti)z=Fci; F(cti) = fa. 

*) L'auteor a bit parvenir eelte continnation an redacleor aoiu !• date de 12. Fe*rier 1828. 
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Qes deux quantlt^s e et c ötant ögales entres elles^ il est cUir, qull en 
seta de inline, de deux quantit^s que nous avons d^signöes par to et w. 
En effet on aura 

35. 
En posant dans ks formules (10.) ßi au lieü de ß^ on en tirera^ 
en ayant ögard aux öquations 209. et 210.: 

'^f^ I QA _ ya-fß.Ffl+i.tpß.fa.Fa 

Wj-ßz^ — P^fß+i'<Pc^'Vß'f^'Pß ' 
± \^'r\P') — l — q>^a.€p^ß 

DonCy pour trouver les fonctions (p, /, -F pour une valeur quelcon- 
qüe imaginaire de la variable^ il suffira d'en connoitre les valeurs pour 
des valeurs reelles. 

En supposant a = /72|J, ßr=^fi^y on voitque ^C^ + A^O^i /C^+A'O^i 
F(m'\-fjii)S pourront Stre exprimös rationnellement par les six fontions 

suivantes : 

<P(mS), (pQi^), f(mS^, 

fQjiS), F(m$), FQi^ 
et par suite aussi par des fonctions rationelles des trois fonctions (ß Sy fS, 
FSi 81 ni ea fi sont des nombres entiers« 

En suivant ce döveloppement, on voit ögalement et sans peine que 
dans le cas, oü m-|~/x est un nombr,e impair, on aura: 

oü Test une foncfion rationelle de ((p8)\ (JS)% (F^)^ c'est-ä.direde (<p^*. 

Donc en faisant (p8z=ix, on aura 

(p(/w + m/)3' = X. 'v^(x"). 

En changeant S en $i, <ph se changera en (p{^i)^=^i<p(J^=^ix^ et 

la fonction <P(jn'\'iii)8 en '<P('w + fAi)^j donc: 

(p(/w+jE4i)^ = x.-v^C— x*)j 

par co'nsequent on doit avoir ^//( — x*)==%^(x*); ce qui fail voir que la 

fonction ^/^(x^) ne contient que des puissances de la forme x^. Donc 

on aura 

213. <p(m'\'mi)8 = x.T, 

ou T est une fonction rationelle de x^ 
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' Chercbons p. ex. Pexpression de (p(2-f-/)^ en x. 
On a d'apr^s les formules (212.)» en fatsant «=sa^ «t ß=.f: 

Or (10.) donne: 

c'est-A-dire, en remarquant que (p^-=^Xy /^=/'(i — x*) et jP^==:/^(1+x*), 

^(.^= '-^'j-'' , /(.i)= *-yj:»- , i.(.j,=i=^^. 

Substituaut ces valeurs et röduisant, il viendra: 

o*- /*/« I M^ 2— 2a:» + i(l— 6x*+x») . 1— 2i— a?* 

2lD. <P(2 + ;)^=x. r 5^4^5a;« = ^*- l-(l-2ijx^ - 

' Expression algöbrique de (p L ■ )- 

36. 
On peut, comme on sait, döcomposer le nombre 41^+1 en deux 
carrös. Donc on peut supposer 

a^ + ß» = 4i; + l = (a + ß/)(« — ßi). 

Nous chercherons d'abord la valeur de (pf T^) ? cap celle - ci ötant trou- 

vöe, on en tirera facilement la valeur de (p L i < )« 

La somme des deux carr^s «* et ß* ötant impaire, Yxin des nom- 
bres a et ß sera pair et Tautre impair. Donc la somme a4~ß ^^^ ^™* 
paire. Donc en vertu de 113.^ on aura 

216. (p(« + ßO^= ^.-J, 
oh. T e\ S sont des fonetions entieres de x^ = ((ß^/« 

En supposant l = — ^^.^ le premier membre de 216. se r^duit & 

£^ro, et par consequent x=:(pf— ^-^1 sera une racine de Teauation 

217. T = 0. 

Donc on aura la valeur de (pi T^ ) ß^ moyen de la resolution 
de cette öquation. 
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D'abord on peut trouver tontes les racines de Nquation T'ssO a 
Taide de la fonotion (p de la mani&re suivante: 
Si TissOy on doit avoir 

d*oü Ton tire^ en vertu de (27.): 

(a + ß/)J = mft) + f*^' = (^ + i^0^> 
et de Ik 

fi m + tt i . 

a-f- pi 

et 



218- «=*(=iil«)- 



Dans cette ezpression sont consequemment contenues toutes les racines 
de r^quation T = 0. On les trouvera en donnant ä m et |x toutes les 
yaleurs enti^res dequis — oo jusqu'a + ^^' 

Or je dis que les valeurs de x, qui sont di£f(ärentes entre elles, peu- 
vent Stre reprösentöes par la formule 

218'. x = ?(4^^), 

oü f a toutes les valeurs enti^res depuis — ^ ' ^ ~ jusqu^a -j- ^ ' ^ ~ . 

Pour d^montrer cela, soient K et V deux nombres entiers, qui sa- 
tisfont ä r^quation ind^terminöe : 

219. ß.X — a.X'= Ij 
äoit de plus t un nombre entier ihdöterminö et faisons 

220- k =z fiK+tX'y *' = — jDtV— ^ß: 
on en däduira sans peine: 

pt + ß* + «*^ = 0^ 

et si Ton fait 

^ = m-^xk — ßk^,. 

on verifiera aisäment F^quation 

nt + l^i g- h^k^i 

T+Ti — a+ßi ^ ^ ^• 

De lä on tire 

or »uivant (22.) le second membre se röduit a 
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donC 

Maintenant Vexpression de ^ deviendra^ en j substituant les yaleurs de 

it et i': 

: j = m+f4(Aa + A'ß) + /.(a* + ß*) 

d'oü Ton voit, qu'on peut prendre t tel gue la valeur de ^^ positive ou ne- 

gative, seit inf^rieure ä — T . Donc etc. 

* «a 4- ^* 1 

Cela posö: soit f plus grand que — -^-^ 1 (=v — l) etfaisons 

Toutes les racines de T^quation 7^ = seront representäes par la 
formule (218^); or toutes ces racines sont di£f(ärentes entre elles. En effet 
si Ton avoit p. ex. 

on auroit selon (31.)) (en remarquant que © = «) 

d'oü Von tire: 

Ä/i + ßm = 0j f = ( — 1)'"+".^'+«^ — ß'^- 
La premiere de ces equations donne /i = — ßts m =zatf oix t est un 
entier ind^terminö. En rertu de ces relations, Texpression de ^ deviendroit: 

j = (-i)'»+».j'+(««+ß«)./, 

d'oü Ton tire 

Q±Q' _ f 
0»+/?» — ^» 

ce qui est impossible^ en remarquant que ^, ^' sont tous deux införieurs ä 

a^ + ß'^ 
""2 • 

Donc les racines differentes entre elles de Töquatlon T=z o sont au 

nombre de j. . II faut voir encore, si T^quation en question a 

des racines egales. En diff^rentiant (216.) on en tirera^ en remarquant 
que d(p(i = öcL.fn.Fai 

= X . II"./^ . F^ + T.ß . Fl 
Si maintenant Ty a des facteurs ^gaux^ il faut que T et - — soient ^gaux 



ex 
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ä sero en mdme tems; donc Töquation pr^c^dente donnera 

or on a ^(Ä + ß03'=O, donc /(a4-ß/)^ = ±l =F(Ä + ß/)^, et par 
coDS^quent S == 0, 

CO qui est impossible^ car nous supposons^ ce qui est pcfrmisy que T et 
3 n'^ient point de facteur communs. Par Ik on voit que röquatioa 

r= 

est du degrö a*-|~ ß^ — 1 P^i* rapport k x, et aura pour racines les quantitös: 

±f(^h ±P(^) ■ ■ ■ ■■ ±P{'^^P=i-;rW- 

En faisant x* ^ r, on aura une öquation 

219. fi = 

du degr^ — -2-- = 2v, et dont les racines seront 

.220. <p\8), (P*(23), (P*(3Ä) <P'(2vJ), 

ou pour abröger on a supposö S = la * 

Celä posö, on peut ais^ment rösoudre T^quation R = , a I'aide de 
la xn^thode de M. Gaufs. 

Soit f une racine primitive de «(*-(" ß^ j^ ^^^ qu'on peut ezprimer 

les racines comme il suit: 

221. (p^CJ), <[)\€i), (f)\B'S), (PXf'(J) (p*(«^''-\S). 

En effet^ en faisant 

222. «" = ±o^+r(«* + ß"), 

o& a^ est momdre que — 2"' ^"^ aura: 

c^est-i-dire^ en vertu de (22.): 

(p(,-S) = ±(p(r/^(y), 
et par suite: 

Je dis maintenant que tous les nombres 

1, Oj, ffa, Ö3, ©ti'-i 

sont inegaux entre eux. En effet soit p. exi flr„ = o„, on aura 

223. f'* =. ± ö^ + /'(a* + ß^). 
Des deux ^quations (222.) et (223.) on tire, en öliminant a^, 

^,— ^ - = fL un nombre entier. 

Cf^llc*« Journal. HL DcL 2. Hfr. 22 
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Donc^ en multipliatit par «^ + f" ; on trouve que ^ . a^ est ehtie*», 

et par suite — rj^ßT^^ ^® ?^* ®^* impossible, car e est la raoine primi- 
tive de a* + ß* et 2/72 — 2/2 est moindre que a* + ß^ — 1. 

Donc les 2y nombres 1, a, etc. sont diff^rentes entreeuzet pircoa- 
söqüenty pris dans un ordre diff^rent^ ils sont les mSmes que les suirans: 

ly 2, 3, 4 2i/ — 1. 

On voit par la formule (p*(f"*5) ==(p*(flr^Ä^), que les quantitds (220) 
et (221.) coincident, mais dans un ordre di£f^rent. 

Maintenant on pourra rösoudre T^quation ^ = parfaitement de la 
möme maniere que T^quation (106.). 

On trouvera (116.) 

^ oü 6 est üne racine imaginaire de Töquation 6^^ — i =5 o, et v, s^^ s^ ..» 
... ty„.i seront döterminös par les expressions: 

A = (p»(^) + (p»(e(y) + (p^(.«^) + + riB^-'S), 

qui par le proc^dö tome II. de ce Journal pag. 143., 144. ^ 143« peuvent 
Stre exprinn^s rationellement par les coefficiens de l'^ation. A^i=^0| 
qui seront de la forme .^-{- .B/, oü ^ et £ sont des nombres rationeis. 
Donc la formule (224.) donne Texpression alg^brique de toutes les raoi- 
nes de T^quation jß = 0, et par consequent les valeurs des fonctions 

37. 
Ay ant trouvö par ce qui pr^^de la valeur de <f) \ "loj > oö en tirera 
. Celle de la fonction . - 

comme il suit. 

La valeur de ^("X'§^) donnera celle de (pl ^aj ®" chapgeant 

seulement / en — i. De la on tire la valeur de <p \£jrßi + ^^^J 
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par la formule (10) , savqir 

donc on aura la valeur de la fonction 

Maintenant pour avoir la valeur de ^Ij—Tn) oii n sl une valeur 
d^termin^e quelcongue^ il suffit de d^terminer m et t Ae la mani^re que 

ce qni est toujours possible, en remarquant que les deux nombres 2« et 
4v+l sont Premiers entre eux; car alors on obtiendra: 

En posant p. ex. n = i, on aura la valeur de (p L , A 

38. 
Le cas, on 4v'-\'l sl Isl forme l^^**, est le plus remarquablej car 

alors l'expresslon de (p L .A ne contient que des racines carröes, En 

effet on a dans ce cas Q,v=^2''''\ et par suite la formule (224.) fait voir 
qu'on peut döduire (p(e^8) de ö et v en extrayant seulement des racines 
carf^es. Or v est une fonction rationelle de ö et /"( — l), et 6 est de- 
terminöe par Töquation ö^ — 1, d'oü Ton tire par des racines carr^es ; 
donc on trouve aussi v et la fonction 

Connoissant de cette mani^re ^(--^"^)) on aura de mSme (pf ^o) 

et de la, par la formule (226.) la valeur de (pf ^^_^^ j = (p L JV^ ji en 
extrayant des racines carr^es. 

39. 
Un autre cas, ou lä valeur de (p( — ) peut ^tre determin^e par des 

racines carrees est celui oü n est une puisöance de 2, comme nous l'a- 

22* 



t . 
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Yons vu No.l3. Donc on connoit les fonctions: 

oü dans la derni^re 1 4* 2" est un nombre premier. 

Soient maintenant 1 + 2'*, 1+2% 1 + *% • ... 1 + 2"^ plusieur» 
nombres premiers^ on connoit les fonctions: 

et de lä la fonction: 

^^ÜL4._ü!£-4._!?»_4. J — ^!^t—\u> 

^V2'* 1+2"' ~ 1 + 2"' 1 + 2"/'/ 

= (t)( !=^ii? ,\, 

^\2"(l+2"0(l+^''0 (1 + 2V)/' 

oü m' est un nombre entier^ qui, ä cause des indötermin^s m^ m^^ m^y • . • 
. . . m^ peut avoir une valeur quelconque. On peut donc ötablir le thÄ)- 

r^me suivant: „La valeur de la fonction (p(— ) peut 6tpe exprim^e par 
„des racines carröes toutes les foisque n est un nombre de la forme 
„2" ou 1 + 2", Je dernier nombre ^tant premier, ou mdme un produit 
„de plusieurs nombres de ces deux formes." 

40. 
£n appliquant ce qui pr^c^e a la lemniscate, on panriendra au 
thöor^me ^nonc^ no. 22. 

Seit Tarc AM (Fig. 1.) = ^s et la corde JM == x^ on aura 

^« — ir(l_ar^)- 

En effet, röquation polaire dö la lemniscate est 

X = /"(cos 2Ö), 
ou 

^ß dx.V{co%20) 

""" sin 2 

et 

donc 

^ a ri a f, I ar*. C0s2ö\ 

^^ =^^-{^ + -(ii=2öj^^ 
mais de X = /"(cos2ö) on tire cos2ö = x% cos'2ö = x*, l — cos*2ö 
= 1 — X* = (sin 2Ö)% donc 
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et par suite 

^* = r{i-x*) 

et 

X = ^(«). 

Si Ton suppose x^l, on aura a^zAMB^-^. Donc la circon» 

förence AMBN ^ (i>. Supposons maintenant gu'i^ s'ägit de diviser cette 

circonförence en /i parties ^gales^ et «oit Tarc AM^= — .AMBN^=: — «, 
on aura 

Donc on aura la corde^ et par suite le m"* point de division^ si Ton 

— j ; or c'est cela qui a toujours lieu, lorsque n est 

döcomposable en nombres premiers de la forme 2 et 1 4" ^% comme nous 
Tavons tu dans le no. prö'cedent. Donc dans ce cas on peut construire 
les points de division k Taide de la r^gle et du compas seulement, ou ce 
qui revient au mdme^ par Tintersection de lignes droites et de cercles. 

§. IX. 

Usage des fonctions (p^ fy F dans la transformation des 

fonctions elliptiques* 

41. 
M. Legendre a fait yoir dans ses exercices de calc int., comment 

TintjSgrale J^ti^c^^in^f^y V^^9 en faisant sin(p = x> se change en 

V{(\— *Ui— * *)V P®^* ^*^® transformöe en d'autres integrales de 
la mSme forme, avec un module diff^rent* Je suis parvenu ä gönöraliser 
cette thöorie par le th^or^me suivant: 

Si Ton designe par a la quantitä ^m-f-fijtf-Hm ii)tsi ^ ^^ ^^ moins 

Tun des deux nombres entiers m et ft est premier avec 2/i -)- ^^ ^^ 
aura: 
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y" dy __ . r dce 

oü 

I __ - (y^g— a?»)(y'2g— a;') (y'/i«— ac') 

227 J^ •' (l + e'9)^«.ar»)(l+'e»qp-2a.x»)..,.(l + e»y»na.a?»)» 

o =/(^«.^2a.?)3« ^ft»Y, 

f ötant une indöterminee, de sorte qu'il n'eziste qu'une seule relation en- 

tre les quantitös c^, e», c, e. 

Les quahtit^s e* et c* pourront ^tre positives ou negatives« 

Par ce theor^me on peut trouver une infinitö de transformatioos 

diffärentes entre elles et de Celles de M. Legen dre. 

42. 
Soient m et fc deuz nombres entiers, et faisons pour abr^gei*: 

oü Ton suppose que Tun des deux nombres /w, fi soit premier avec 2n-|- 1- 
En d6signant par une quantilö quelconque, >1 viendra, en 

vertu de (22.) 

229. (P[ö + (2/2+1)ä] T±iXpd. 

En mettant — not» au Heu de ö, on obtiendra: 

230. (p[ö-f (/2 + i)aJ = (p(ö_,2a). 

Celä pos6, considörons l'expression suivante 

231. (P,(Ö) = (P(Ö) + (P(Ö+«) + <P(Ö + 2«) + ..... + (p(*+/2«) + .-. 

En mettant ö+a au Heu de Ö, il viendra k cause deT^quation (229.): 

232. (p,(Ö + «) = (p,(Ö), 
donc si m ddsigne un nombre entifer quelconqn«: 

233. <p;(d4-OT«) = <p.(ö). 

En vertu de l'^quation 230. on peut ^crire l'expression de (pi(ö), 
comme il suit: 
234. (p.(ö) = 9(ö)-f.(p(ö+«) + <P(ö— a)=f (p(ö-}-2«) + <P(ö— a«) + ...; 

.... +(P(ö+na) + (p(<?— fl«), 
c'est-ä-dire, en vertu de la formule 
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En faisant ^d = Xy 9i(^) devient une fonction rationelle de x. En 
la d^igpant par ^/^(x), on aura: 

OQA f / \ f, I 2/a.Fa , , 2fna.Fna \ 

236. ^(X) = ^-^ + ^,^/,aya^.^a + >>>- + j^+;.,ay,„^,^ 

43. 
Maintenant soit ß une quantlt^ quelconque, je dis qu'on aura 

En effet il est clair^ que la fonction 

238. R = (i— 5^)(i + e«c«(p*«.x«) (i + <?«c«(p«/2a.x«) 

6era entiere et du degr^ 2/2-|-i} mais en faisant x:=z(f)e^ \//x devien- 
dra =(Pjf^ et par suite R se reduira k zöro pour cette valeur de x. De 
indme en faisant x=:^(?4"'^*)7 o^ 'w ^^ entier, on aura •v^x=(Pj(g-|-7wa), 
c'est a dire, en vertu de (233.), \/^x= (P^^. Donc l — ^= o, et par 

.cons^quent xz=z(f)(e-^ma) sera une racine de T^quation jß =^ 0^ quel que 
aoit le nombre entier m. Or g^n^ralement toutes les quantit^ 
239. <f>ey'(f)(e^u), (PC^ + aa), ....• (P(e + 2/2a) 
sont diff^rentes entre elles. En e£fet si I'on avoit 

il en suivrait en vertu de (31.) 
d'oa 

(m'—fi')» = (/t'' + /)w +(*''—/) cj/. 

De Ikf en substituant la valeur de « = v^'rMi^-T'i^^^ — ? ^^^ ^Jp^ 
^ 2/i + i ' 
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öquation contradictoire, parceque nous avons supposö, que Tun des deux 
nombres m et jx soit premier avec 2/i-{-l, et m^ — jx^ est toujours moindre 
que 2/2-]- ^* Maintenant les 2/2 -f-l quantitös (239.) ätant diff^rentes 
entre elles^ elles sont pr^cis^ment les 2/2-f-l racines de r^quation jR = 0. 
Donc on a 

240. B =^(l-^)(l-^^) (,__^), 

oü A est un coefficient cbnstant, qu'on trouvera en attribuant a x une 
valeur particuli^re^ p. ex. en faisant x = o, on a R^=A; or l'öquatioa 
(238) donne pour x = 0: jR= 1, donc A=zi, et par cons^quent Töqua- 
tion (237.) a Heu. 

£n multipliant cette ^quation par (ps et faisant ensuite « = 09 il 
riendra : 

241 4^(x) = ffx ^^~^^^^~v^^ V'~^2;r^7 

oü g est la valeur de ^^ pour « = 0. En faisant ö = o, apres avoir 

divise par ^0, on trouve Fexpression suivante de cette constante: 

242. ^= l + 2/«.Fa + 2/2«.F2a + + 2//2a.F/2a. 

En faisant dans (230.) ö=/2« — (^'+l)a, oh trouve 
(P(2/2a — /w'a) = (P[— (/w + l)«] = — ^(/7i' + l)a. 
Donc on peut öcrire I'expression de \/^x comme il suit: 

OA^ / — V~y^/ V~jF2^7 '*\}~P^) 

44. 

Maintenant faisons dans Texpression de 1 — ^^, ? = -^. En sup- 
posant pour abr^ger 

244. ^ = (1 — ^c*(P*a.x*)(l + €?^c*(P*2a.x*)----(l+^^*?''''a-3c'> 
on aura 

or, en faisant dans (230.) 

ö = |- + («_m'-i)«, 

on a 
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(p(j + (2«-.mO«) = (p(y-(m' + l)«), 
donc en vertu de la formule (voy. 17.): 

■'p(f— )='p(i+-). • 

il viendra: 

Cette ^quation fait voir qu*on peut öcrire rexpression de 1 — ^^ • 
comme il suit: '^'"2 

245. 1--^ 



6» 



(1 — cx){l — 



En mettant — ;p ati lieu de -j-x, on aura semblablement 
246. 1 + -^^ 



9iY 



(i + c 



"■h^)'t^H#^r:-('Mi^i"^- 



Donc si Ton fait 

247. y = *.^a:j <r, = — 

oä 4; est ind^terminö, et **^'2" 



248. 






on aura: 

249. i — c,y=:(i—cx).ji l + ^ij = (l + <?^)y- 
De la m^ine maniere^ en faisant 



s 
250. 
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et * 

251. *, = ± 



on trouvera ces deux öquations: 

252. l'^ejyr = (i — eix).—i l±e^iy = (l-^-eix).^. 

Les äquatioDS 249. et 252. donneront: 

et par cons^qaent: 

253. yTKl-cly'Xl+e^y)] = ± ^ /-[(i _ c*;r«) (i + «•^•)]. 

Maintenant Texpression de y donne dy ^s -j.dx, oii P sera une fonc- 

tion entiöre de x du degrö 4/1^ donc: 

dy . P dx 

P 
Or je dis que la fonction -; se röduira ä une quantitö constante. Ea 

effet on a 

Pcf JP 

en diff^rentiant, et mettant pour dy sa valeur ——f on aura 

P = i{.,j_(,_c.)(.fii_.||)}. 

On Yoit de Ik que P est divisible par t. De la mdme maniöre on prou* 
vera que P est divisible par les trois fonctions t^, s, s^. Donc si deux 
quelconques des quatre fonctions t, t^j Sy s^ n'ont point de facteur com- 

mun, P sera divisible par leur produit Or c*est ce qu*on peut voir 

P 
ais^ment a Taide des expressions de ce9 fonctions. Donc j- est une 

fonction enti^re de x. Or P est du degrö 4/2; et chacune des fonctions 

p 
tf t^j Sy s^ est du degrö /i. Donc il estprouv^^ que est une quan- 

tit^ constante. En la d^signant par a^ il viendra 



h. .== 4./. i 



254. ,,—-—^^^———^±0. 



X 



n(l-<^iV*)(l+*iV)] " - •r[(l-c*^')(l+e»a^»)]• 
Pour d^terminer a il suffit d'attribuer k x une valeur particuliere. En 
faisant p. ex. jr=:0, on aura 
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Qr en diff^rentiant Texpression de \Ijx^ et faisant ensuite x=sOf il vien- 

dra xl^^xsssffy donc 

255. a == k.ff, 

On peut donner d'autres formes plus simples aux expressions de c^, e^, 
ff/Of et qui mettront en ^vidence plusieurs prpprietös remarquables de oes 
quantit^s. ' 

Par la formule 240« on voit que le coefficient de a^^ dans la fonc- 

tion R est — r—^ — r -__-_ • or d'aprÄs 237. le mdme coef- 

ncient sera 

9i* *(9»a.y2a yn«)*' 

donc en remarquant que ^ c= i : 

En faäant dans (236.)9 (243.) <r==§, apr^s avoir divjsö par Xy on 
obtiendra deux yaleurs de ^^ savoir 



1 et 



X 



{ecY'{(pa.q>2a tpno)^^ 

donc^ en les ^galant: 

256. g = (— l)\(^c)»^((p«.(P2« (P^a)*, 

et par consöquent: 

257. (p^{€)^=z{ec)^((po^.(p2ei....(pnoi)^((>e.(P{t 

Cette ^quation exprime une propriötö remarquable de la fonction (p. En 
y posant ^==-^ et « = — /, on obtiendra 

" ^■S')=n7=("')"*''''S0f(i'-l-) ip(f'-i-2««), 

oh Ton a fait pour abröger 

259. ^ = (P«.(P2K*(p3a (p/2«. 

En remarquant que 

<p(|- + (a«-mO«) = (p(|.+K+i)«) 

et 

(P(|/ + ((j«-m0«) = <p(|/+(m'+l)«), 

et faisant 

23* 



261. 
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260. k(e''e%^ssf, 
on tire de ces ^quations 

|i=i{?,(|+.).<p(f+2.).....<!>(|+«.)}-, , . 

Multipliant et remarquant qu'on a (18.) 

on obtiendra 

d'oü 

De mSme en divisant on obtiendra: 

263 f ^ = <-''"-7("r.{?'(i-+«).?>(f +^ ?>(f +''«)r. 

■ i+£i = (_!)". ^(«r.{ifi(|.+«).(p(f/+a«) ipd-'+n«)}', 

Pröc^demment nous avons trouvö a = *.^, et ff=^(: — i)\(ecyS*, donc 

264. a =f.i\(—iy. 
Egalement nous avons trouv^ y = k.%p(x)f donc en vertu de (243.) 

Oft*; ^ — f .Yf (v'cc—a:^)(q>'2a—a: ^){( f^3a—a:^) (y^ii«— ap«) 

Donc ces valeurs {)räc^dente8 de c^, e^, a et y donneront: 
et de lä 

45. 

Les formules (361.) donnent les valeurs des quantit^s Cg et e^, ex- 
primöes en c et ^ a Taide de la fonction (p. Or on peut aussi les d^teiv 
miner ä Taide d'une ^quation alg^brique. En effet on a » 

{^(T+'>)r=^(K)'=^-4s^ 

donc il est clair que les valeurs de p^ et e^ pourront dtre exprim^s en 
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fonctions rationelles et sym^triques des quantites (Pa, (^0,«,^ . • • • (pnet. 
Donc si 2/2+1 est un nombre premier, on peut, en* vertu de ce qu'on 
a vu §. V., detefminer c^ et e^ ä Taide d'une ^quation algibrique du 
(2/1 +2)'"* degr^. On peut-encöre dömontrer que la möme chose aura 
lieu dans le cas oü 2/2 + 1 est un nombre compos^. Alors on peut mdme 
d^ternniner c^ et e^ ä Taide d'une öquafion d'un degre moindre que 2/2 + 2. 
Donc on aura un certain nombre de transformations correspondan- 
tea pour cliaque valeur de 2/2+1. 

46. 
On a supposö dans ce qui pr^c^de que ^ et c soient des quantitös 
reelles et positives j mais ajant exprimö r, et e^ en e et c par des öqua- 
tions algöbriques^ il est clair que la formule (266) aura lieu ^galement 
6n donnant ä ^ et c des valeurs reelles et imaginaires quelconques. Dans 
le cas oü e\ c^ sont röelles, on peut m^me se servir des expressions (261.), 
(265.)« Mais alors co et m ne seront pas toujours des quantites reelles* 
Aureste l'une de^ quantitös c^ et e^, a cause de Tind^termin^e/, peutötre 
prise ä volenti; seulement il faut excepter les valeurs z^ro et Tinfini. 

47. 
Si Ton suppose c et ^ r^els et 2/2 + 1 premier, les valeurs de c^ et 
0^ seront imaginaires^ exceptö deux d*entre elles» dont Tune röpond a 

2m. (0 



et Tautre 4 

A. Supposons d'abord 



2/1 + 1 
2fiüsi 

27l+f 

2m. (a 



Dans ce cas on aura (361.) : 

Seit /^•2//2 = (2/2+i)r±c2,A> oü t, est entier et positif, et moindre qne 

2jt+l ^ 

— j — , on aura 

— —^\ 2/14-1 • 2)' 



' \ 
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Or les nombres a^f a^f a^ . . . . a^ seront les mdmes qua les suivants 
If 2f 3f • • • ' n; mais dans un ordre difförentj donc i'expression de 

— pourra dtre mise sous la forme 
De mdme requation (263.) donnera 

(-»••■^•(«r«-r4i-J)$fcTi-T)--?>e-^-f)r. 

Seit maintenant c=i, 0^ = 1, on aura, en posaat ±( — l)"=i: 
269'. e.^^.{pyp.^)p(^^4) M^,-i)\'. 

^~^* Vnci -:>'») (i+'iV)] "^ - "^nci -*•)(! +«•**)! **■ ^"*** 



269.^ 



271. y=(-l)-/*. 



^+'^^'(2;äi)-'}^+''^K^>}-{H'»..'(ÄVf 



i2«fl 



+1- 



/ 






27Z o 



ou .bien 



273. ö = 



f-Hj,h)<p(ä7W--'^(s^))'(-iy 



+ 



+ 



K-;^)f^)--<P(ü^) 



• (-»)". 



Si ron suppose e moindre que Tunitö ou ^gale a Tunitö, e^ sera tou- 
jours moindre que e^ et lorsque 2/1-^1 est. un tres grand nombre^ e^ 
sera extremement petit. 

48. 

Le signe du second membre de F^quation 270. dopend de la gran- 
deur de X. 

11 pourra dtrejugö aisement comme il suit. On a parce qul pr^c^de 

En supposant x r^el, f sera toujours fini et positif, de m^me que 
/"(l + ^j/*) et /'(1-f ^*x*). Donc le signe du second inembre de l'öqua- 
tion est le mSme que celui de la quantit^ 
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maintenant od a 



('%-(f*+«) ■"■■(' »■(!).+».)' 



or (p^_, + «) = -.— etc., 

dODC 

". = {'+(Äf)'} !'+(^^)*}. 

donc^ en remarquant que « est r^el dans le cas quo nous consid^rons, 
on voit que ^.^i sera toujours une quantitö positive j or t.t^^ eströelvdonc 

la quantitö y L ^A sera positive ögal^ment^ et par consöquent le signe^ 

dont il s'agity sera le mSme^ que celui de la quantitö tt^^ II n'est pas 

difficile de voir qu'en vertu de (248.) et en mettant pour a sa valeur 

2m€9 
-55 — r-T-, on aura 

quantitä qui est positive depuis xs=0 jusqu*^ ^^^^(9""XT*t)' "^S** 
tive depuis ^ — ^(^^j^i^y) J"^?"'^ * — ^GiTTi't)' Positive depuis 

X = <P \ 2n+l ' t) J"^?^'^ X = (P ( 2^ , j^ • y) etc. Si x est plus grand que 

rtinitäy tti aura toujours le mSme signe^ savoir ( — i)\ 

Donc^ dans ce cas Töquation (270.) donnera^ en intögrant et conoi- 
mengant Tintögrale par x =: 1 : 

274 f ' ^^ a r—^—— 

Si la valeyr de x est moindre que Tunit^^ on aura 

entre les limites 

entre les Umites x = (p (^±-J . f ) et x = (p(i^.|-. 
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Si P' ex. OD suppose x renfermö entre tes limites 
on aura^ en intt^grant et cominengant Tintögrale par x = 0^ 

£q faisant x = (p f „ _^^> ) , on aura y = ( — l)", et par suite : 



d'oü 



C2n + t) 

4« +2 r^ dy 



278. (— l)».a 



TTT^» 



Cette expression de a est tr^s commode pour k calcul. £n nögligeant 
les quantitös de Tordre €\y on obtiendra 



279. (_i)-.c==(.2/, + i).-J. 
En substituant et nögligeant toujours e\ la formule (277.) donnera 






280. 



ar' 



1 — 



a?' 



9*' (oti)' 



ra 4-1)- ^ ''^'(2;^)| ( ^ V2/t+t 



2fiüii 



B. Dans le cas « = ^ ■, on trouvera de la mdme maniere la 
formule suivante 



281 



•/ 



V"[C1— ar»J(l + e^x»)] 



rjiTi» 



n(i-:>")(i+'?r*)] 



ou 



*I 



«-■■{* G-7il-T)<-;ilT)--^ÖS^-T)r 



+ 



+1 






La formule pr^cödente a lieu pour touteii les valeurs de x moindres 
que Tunitö. 
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49- 

Pour avoir une thöorie compl^te de la transformation des fonctions 
elliptiqueSy il faudroit connoltre toutes les transformations possiblesj or 
je suis parvenu ä d^montrer^ qu*on les obtient toutes en combinant celle 
de M. Legendre arec Celles, contenues dans la formule ei-dessus, mdme 
en cherchant la relation la plus gönörale entre un nombre 
quelconque de fonctions elliptiques. 

Ce thöoreme dont les cons^quences embrassent presque toute la theo- 
rie des fonctions elliptiques, m*a conduit ä un tr^s grand nombre de bei- 
les* proprietös de ces fonctions. 

§. X. 

Sur rintögration de T^quation separee 

dy dx 

ir[(i-/)(i+/ty-)] ~ ''V[(i-^)(i + i^^")]" 

5a 

On peut toujours comme on sait präsenter Tint^grale complete de 
cette äquation sous une forme algebrique, lorsque la quantit^ constante 
a est un nombre rationel, quelle que soit d*ailleurs la valeur reelle 
ou imaginaire de fi. Mais si a n'est pAs un nombt*e rationell cela n'a 
pas lieu. A cet ^gard je suis parrenu aux thöoremes suivans: 

Th^or^me L En supposant a r^el, et T^quation intögrable alg^ 
briquement^ il faut n^cessairement que a soit un nombre rationeL 

Th^or^me IL En supposant a imaginaire, et Töquation int^- 
grable algöbriquement, il faut n^cessairement que a soit de la forme 
m±/* — l*/*^» oü m et n sont des nombres rationeis. Dans ce cas la 
quantitö fi n'est pas arbitraire; il faut qu'elle satisfasse ä une ^quation 
qui a une infinit^ de racines reelles et imaginaires. Chaque valeur de 
fi satisfait k la question. 

La dömonstration de ces th^rimes fait partie d'une th^rie tres 

ätendue des fonctions elliptiques, dont je m'occupe actuellement, et qui 

paroitra aussitdt qu'il me sera possible. Je me borne ici ä considerer un 

cas particulier, qu'on peut tirer des formales du paragraphe pr^c^dent. 

Si dans la formule (270.) on pose 

1 
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et xi ä la place de x, il viendra 



282. — ^^^ ^-' ^ 



ou 



283. y=±v^— i.^+'.jr * ^""•"'^ ' t \2«+i/ y 



a 



<P est d^terminö par T^quation (269'.) qui deviendra 

'=^'-{»y^-T) *(i=^f)r 

et c par: 
284. < / / « \ / '^w \ ]' 

Dane OD connoit une iniögrale particuli^re de röquation (282.) et par 
cons^quent on en pourra trourer Tintögrale cömpll&te. 

Dans le cas que nous consid^rons^ la valeur de a est ^(a/z-f-l)^ 
ce qii'on d^montrera ails^ment comme il siiit: 

En mettant dans T^quation (282.) y:=siz^-^l, et intägrant entre 

les limites ziro et ^{j—ry, il viendra 



2 ""•/•> 



dz 0» 



en remarquant que les limites de z seront coro et — • En* faisant ie 

mdme xz=zz^ — l, et int^grant entre les limites zöro et — , on trou- 
vera que les limites de y seront z^ro et l'unit^ et par consöguent 

r dy ." — n /* *" dz _ « " 



Donc on a 



et 



t — 2irfl'T 



d'oA Ton tire 



2 



= «.— , 



285. o = /"(ft«+i), 

286. ^ = v^(a«+ 1). 
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Donc röquation difförentielle deyiendra: 

51. 
Pour donner un exemple, consid^t^&B le cas oii n= l et, />ssa. 
^. Si ^ =s 1 » on aura : 



a?» 



/■ — l.tf.X. 



e est d^termin^ par Nquation: 
On a 

donc - . > . 

• + •■»•(1) «+'-T'(-j) 

Maintenant on trouvera en combinant Ito deux equations et remet- 
tant pour a sa valeur iTS : 

et par suite 



e- — eV"3 



^ 1 + e-/^' 

de lä 

«« — a^'S.* =a 1 
et 

e — ^3-\-2. 

Ayant trouve e, ob aura 
Oonc on aura r^uation differentielle: 

•>öc §y_ , /• 1 ^- 

24* 
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qui sera satlsfaite par l'int^grale algöbrique: 

Si Ton pose x/'(a — /'S) au lieu de x, «t y /(2 — ^3) . /*— 1 au 
liea de y, on obtiendra I'öquation: 

qui sera satisfaite par y-, , 

B. Si R^2y on aura l'^quation difförentielle 

y = /— l.e'.X -j^ .-■ ^2-r , 

On a 



H-m) = «-(t-t) 



291. 



{1^ 

'■fr)' 



kßff) - «-(t-t) = ^ 



/fr-f ) _ /(f) /eT)/(f) + ^ fT)^(T)<T) Kf ) 

En multipliant ces valeurs de — to-t ©t ■ ^ . entre eile«, et remarquant 




« . . * « 



V6 

"TT"» 
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on obtlendra . . y« v 

P--.>(T)^fT) 

*— •^■(t)-'-(t)''* 

oü Ton a fait pour abröger 

~ '(¥)Kt)" 

C%lk pofö^ les äquations (290.^ 291.) donneront 

1 = ^.1-, r{i).r(^i) = 

donC) en substituant 

1 V» 
1 _ e^ e' __ J_ 1— gVS 

77^ ~~ j_;^'~ e*'e— vir» 

et de lä ^ .- 

^ — 1 — (5-f2vr5)tf(«— 1) = 0. 
Les racines de cette öquation sont 

e=i, e = S/'S — 2/'(a + /'5), « = 2 + /"ö + 2 /"(a + /"5). 
La demi^re de ces racines 

röpond a la question^ car r^quation 

> = «'•*-(f>-(w) 

fait Yoir que e doit 6tre plus grand que I'unitä. Connoissant e, on troure 

la yaleur des quantit^s <p(y) et <p(-y) comme il suit: 
Nous ayoDS 

,, . /•(T)/fT) 

" '•(f)-eT)' 

or en faisant ^(y) = « et ^^) =ß> o» ^ura 
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1 + c»(«' + 0«) + ^««ß» s= e» — *»(«•+ ß«) + «5 ««ß", 

or nou8 avons trouvö plu» haut «*ß'sa:— j-, donc: 

«'— 1 — e(e— l)»r5 = *«(*+l){«*+ß«}. 

Donc on connoit. «*. ß* et a* -|- ß* et par suite et* et ß' par la resolution 

d'une öquation du second degrö. On a donc aussi la valeur de y, qui 

satisfait a l'^quation: 

9Q9 Sy 

>^[Cl-r*)(l+C2+V'5+2\r(2+\rö))^J^-)] 

Si Ton pose j^ au, Heu de :r, et ^^~ au lieu de y, on obtiendra 
requation 

o V o sc 

oü 

_ y5 — '/'(lO + 2 yö) , ar^ +a?^ 

^ ~ '^' 14-\r(10+2\r6).x*-f or*; 

52. 

Dans les deuz cas que nous veuons de considerer^ il n'ötoit pas dif- 
ficile de trouver la valeur de la quantit^ e^ mais la valeur de n ^taht 
plus grande^ on parviendra ä des öquatiens algöVriques^ qui peut Stre ne 
seront pas resolubles algöhriquement. 

Nöanmoins on peut dans tous les cas ezprimer la valeur de e par 
des sörieSy et comme leur forme est tr^s remarquable, je vais lea rap- 
porter ici: 

En faisant dans la formule (206.) du VII"''' §. a =£ 1 , pn aura, en 

remarquant que c=l, ^f-^jjs ^, 

Ig £T 

En faisant de mSme dans la formule (204.): « = ^i^ on aurä 
?>(2"^*)=-^; « = Ä*' = cos^+ /sin -^ = I, donc 



14. jibel, rechtrchea sur lt$ fonctian» ellipiiques. HgJ 

i J_ 2 n y~T i» — »-» , I 

T "" 7"' ■» • (;^II7^ ~ H=7=« "T • • • •( » 

c'est'ä-dire 

r = Ä" ' ". 
Maintehant dans le cas que nous.coosid^ronSy on a 

et par consequent 

292. ft, = 4«v^(2/2 + i).{-^7:p— — + " ^ , +•..!• 

Cette formule donne la valeur de 

""■yoVKl-or'Xl+e»*»)]- - 

Ensuite on aura la valeur de 6 par la formnle qai, en substituant pour 

2. iE ' JE. 

f sa valeur ä"* » = AVCan+i)* »^ j^^ne 

293. e = i^ ;i + i-^ + . . . 

h est le nombre 2,7182818 



■■-•*■ 



Addition au memoire pröc^dent 

Ajant terminö le memoire pröcedent sur les fonctions elliptiques, 
u'ne note sur les mdmes fonctions par Mr. C. G. T. Jacobi, inseree 
dans le No. 123. annöe 1827. du recueil de Mr. Schumacher, qui a 
pour titre ^^ Astronomische Nachrichten^ m'est venu sous les yeuz. Mr. 
Jacobi donne le th^oröme suivant: 

Seit p un nombre impair et d un angle tel qu'on ait^ en d^signant 

l'intögraleyi^rTj— ^^j^^rgj- ?rue de jusqu'ä ö, par F(t, Ö): 



1^8 ^4* Ahel^ recherchet sur les fonötions eUipiiquts. 

et en g^nöral d^*"^ iin angle tel, qa'on ait 

FC*,««"') =:—.F(k,90P): 
soit determin^ encore l'angle ^// par T^uation 

on aura: 

II faut admettre le signe supörieur si p est de la forme 4/1-4-1» et 
le signe införieur^ si p est de la forme in — i. %// doit 4tre pris entre 

— TT et ^^^^'^f «i ö tombe entre ö^*"^ et 0^*^*^ Les constaötes a et X se 
döterminent de difförentes maniöres. Oi| a p. ex. 

^ 2 (cosec ff— cosec 0^"+ . . . . + cos Ö^P-*) + f) ' 
X s 2*/x(sinÖ'— sin 0"'+ . . . . + sin öC^^±4). 
Ce th^ör^me öl^gant^ queM. Jacob i donne sans dömonstration est 
contenu comme cas particulier dans la formüle (227.) du memoire prä- 
c^denty et au fond ii est le mdme que celui de la formule (270.) 
Nous allons d^montrer cela. 
En f aisant dans Tintegrale 



on aura 



7r e 80 
oV^LU— ifc^sin^Ö}]' 



mais 
donc: 



X = <Pci, 



a s= F(k,0) donne sind := <px. 
Si ö=:9(y, on a x^l, donc 

^ = F(*,9(y). 
Donc en faisant 6:= 6^"^^, on aura 

F(*,ö(")) = ^.^ et siae<->= (p(^.y). 
Cela pos^, faison» dans (269'. et 270.): 






X = (— i)\sinö, y «=r sin^, 2/i + l = p, 
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■ 

il viendra: 

^^•^ Jv*{i — k'sm*d) — — /*//•(! _A». sin» r^) + ^' 
oü les quantit^s n, X, %^ sont döterminös par les equations 

K = **»+'. (sin Ö" . sin ff" sin Ö("-0}% 

| 8in g' sin y" sin ^(«»-0 ^» 

'* ~ Ulnö"sin<?"^ süiöC") \* 

■ , _ *^*" • fl (»>■'»* ö"— sin» ö} (sin» Ö'* — sin» öj . . . . { sin»g(«") — sin» 6} 

Yh {l_jfc» 8in»ö"sm^Ö}{l— &* sin»ö»^ sin^Öj .... {l— Ä*sin»ö(>'Osiii» ö} 

Nous supposons ^ moindre que Tunite, car dans le cas contraire o) sera 
tine quantitö imäginaire. 

Cela pos^y consid^rons les Equations 249. En remarquant que 
Cj = c = 1, on en tire 

Oll 

t 9'(-J+«)— ^ Sp(y+2«) — a: oc(y+'««)— a^ 

c'est-ä-dire en faisant « := -^ — r— r et /w =s — 1: 

/2n — 1 «\ , /2«— 3 «\ , ..^ l 1 «\ 

'x"~ / 2/I — 1 w\ • l 'ln—Z W\, ••", ,-„ / 1 W\ ,• 

»"teFiTJ-^ ^^li^n- 2-H^ (-*) •''terrTH^ 

Maintenant on a 

X = (— ir.sinö, et <p(— ^.^) = sinÖC"-), 
donc en substituant: 

V \l+8ini/;/ ~ ^ \l+(— i)'*. sinÖ/ ' sinö'+sinö ' siiiÖ"'— sinÖ " ' " siuöC»"-»)— (_l)nsi„ö' 

et de lä 

taDg(45«— JV') 
_ tan^j(0;-g) lan^Hf+g ) taug UflC^^-Q + (-!)>» 

Cest precis^ment la formule de Mr. Jacobi. 

Dans la formule (t.), on peut toujours supposer le second meihbre 
positif. En efTet, cn diff^rentiant, on auru 

Crrlle*« Jtinrnat. III. Cd. 2. Ilft. 25 
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En supposant toujours croissant^ le second membre sera toujours pcK 
sitif. Donc en döterminant la raleur v// de sorte qu'elle soit croissante 
et döcroissante en nidme tems avec 0, on doit prendre le signe ßupä- 
rieur. On a donc 

r ^__ _ a f^ ^ 

JoV^i^i — k^siil^ ~ ^/o V(l— A*sm»v;' 

ou bien 

De la remarque que \p doit ^tre croissant et döcroissant en mSme tems 
ayec 0, et en ajant ^gard ä la formule, on tirera ais^ment la cons^quence 

que yp doit tomber entre -^'tt et ^^ tt^ si ö tombe entre 6^""^ et ö''"+'> 

Quant aux quantites Ä et ft, il est Evident qu'elles ont nöcessaire- 
ment les mdmes valeurs que celles de Mr. Jacobi. Mais les ezpres- 
sions que j'ai donnöes seront plus commodes pour rapplication» et fönt 
voir clairement que X est extremement petita si h est un peu grand. 
Au reste on peut sans difficultö dämontrer leur identitö a Taide de la 
formule 257. 
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15. 

Note sur la decomposition d'un nombre donne en 

quaire quarres. 

(Par Mr. C. G. J. Jacobij prof. en pliil. a Küuigsberg.) 



i^oit n un nombre impair quelconque, on sait que 4/2 peut £tre d^com- 
pos^ en quatre quarres impairs. 

S'il s'agit de tous les quatre nombres possibles Oy b, Cy d^ tels que 
o' + Ä'*-}- ^* + ^ = 4/1, une mSme ddcomposition en quatre quarrös 
diflförents entre eux, donnera 24 = 1.2.3.4 manieres de determiner o, 

by Cy d. Si deux de ces quarräs sont ^gauz, ce nombre se röduit k 

1 ^ 3.4 
12 = '7^' ' . Si encore les deux autres sont ^gaux, le nombre sera 

6 = .' \ o » ®* ^^ *^^^ 4 ^=^ 1 2 3 > *^ *''^^* ^®* quatre quarres sont 

egaux; enfin il sera 1, si les quarrös sont ^gaux tous les quatre. 

Celä posö, je tire de la th^orie des fonctions elliptiques le 
thöoreme suivant: 

Seit n un nombre impair quelconque, si Ton peut trouver de m 
man^eres quatre nombres impairs c, by Cy d tels que ö"+Ä*-j-c* + rf*=4/i, 
en ayant attention de compter une mSme Solution autant de fois que les 
quatre quarrös peuvent dtre permut^s entre eux, m sera ^gal a la somme 
des facteurs du nombre n. Donc si, par exemple, n est un nombre pre- 

ihier, on aura /w = /i + ^« 

Seit par exemple /2 = 15, on a 4.15 =60= 1 + 1+ 3*+ 7*=: 
5«+ 5*+ 1 + 3\ Puisque deux quarräs dans ces deux Solutions sont ^gaux 
entre eux, on a /ti = 12 + 12=: 24. 

Ce thöoreme remarquable paroit ^tre assez difficile a dömontrer 
par les methodes connues de la th^orie des nombres. La d^monstration 
fournie par la thöorie des fonctions elliptiques est enti^rement analytique. 
1828. 24. Avril. 
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16. 

Note sur les fonctions elliptlques. 

(Pai; Mr. C. G. J. Jacobi, prof.' en phil. a Königsberg.*)) 
(Extrait d''iiBe lettre de l'ealeur «n rädaclear de ce ioumel soas le date de 2. Attü 1828.) 



J 



e commence par rappeler ma notation dans la memoire. Seit 



£ 



je dö&igpe Tamplitudo (p par (p=zam[i. Fuis je suppose 

oü k^-^-k^^ z=:i, k' ^tant le complöment de k. 

Celä posi si Ton fait e *=5y, je trouve entre autres 

M • 2Kx ^^^ 2 q^sinx — q^ sin3 cc-}- q^ sin5 a: — q^ miJx'^-cet. 

• »inöW-j^ — y?»3t*i_2gcos2ar4-Vcos4:r— 2g9cos6x+23^*coÄ8ar— cet.* 

Vailä encore d'autres formulea: 

^. C0Sai?J-^_2J(^^J.j_2gcO82x + 2g*cüs4ar— 2g»co8 6ar + 23^«co88ar— cet-* 

q l// ^ • g 2Ä>V rfh^ 1 + 2y cos 2j? + 2g^ co84ar + 2y ^cos 6j? + cet> 

;J. I^^I— ^sm (^m-^^ — / i^ ; • i_2g cüs2x + 2g* cos 4ar — 2j'co86x + cet. ' 



4r taDglom 



2irx »my+fsin-^ — j'sin-^ g<*sm-y +g«''8m-y — ce. 

« "^ a? 3ar . bx , ^ 7a? , .^ 9a? ^ ' 

cos -5- JCOS-^ 2'COS-7r-4-g COS-^4*? *^^^^ ^*» 



^) J'af lu tfias Ye buTletra des tciencei ^e Mr. Fe Baron de Fernssae, ann^e 1828. cah. 3. 
page 162., qu^on atlribue a trois Messieurs Jacobi, les articies inseres suus ce nom dans le prä- 
sent juurnaU 11 n*y ea a que deux. Ce sont Mr. M. H. Jacobi h Putsdam, et Mr. J. G. Ja- 
cob f, düctfur et professeur en pbilosopbie 4 Tunifersite de Könf||;sberg dans la Prosse occi- 
dentale ( il faot distin^^tier rette ville de Celle du m^me Bom dans le departemeat de Francfort sur 
rOder, qui n^a pas d^universito )» L>e premier de ces deux geomcires est Tauteur da memoire 
No. 25. fome II. de ce Journal , page 276. Tous les autres memoires et notes dans ce Journal 
'qui portent le nnm de Jacobi, ont pour auteur Monsieur le docteur et profcsseor J. 6. Jacob t 
i Königsberg, qui est en meme tems Tauteur^des beaux travaux sur les fonctions elliptiques, ins^« 
res daus le juurnal de Mr. $cbnmacTier et mentionnes si bonorablemcnt par Mr. Legendre. 
Je devoit cette notice au public et k Mr. Jaco^w 

Rote du redactear« 



l^f;^ 
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lies ezposans des coefficlens des trois premi^res formules sont les nom» 
bres quarr^s^ ceux de la derni^re formule les nombres trigonaux. Donc 
les säries convergent si rapidement^ qi^e leur caicul est tr^s ais^. 

De 9^=5^ ^^on tire les söries suivantes pour k et K: 

m 

= 1 + 29^ + 29'* -Y^f + 2/^ + 29^^^+ cet. 

I ^h — g^ + g^+g^ +<yr + cet. 

Je passe sous silence d'autres formules. Dans T^tat actuel des cboses on 
peut dire qu*une särie soit sommöe^ si eile a ötä r^uite auz fenctions 
eüiptiquea. 

L'analyse se trouve eztr^mement enrichie par la. Euler, par 
ezemple, remarque dans son introd.j cbapitre de partitione numerorum 
que le produit (1 — (/){l — f){\ — ^)(i — /)•••. est ^gal a 

oü les ezposans sont les nombres pentagonauz, r^sultat qu*il a d^monträ 
dans les acta petrop.y qui m'a toujours paru tres remarquable et qui ^toit 
tm fait isol^ dans l'analyse. Gelte s^rie peut 6tre somm^e par les fonc- 

tions elliptiques» Si 9^ = ^ * , je trouve 

"fi S^' ,/f . 

II eziste encore nombre de rösultats semblables. 

Dlci on peut jeter un beau coup d'oeil sur la theorie de la tpans- 
formation. Je ferois voir dans un memoire plus ötendu, non encore fini 
ä mon grand regret, qu*un module donne peut toujours dtre fransforave 
en /i-f-l autres, au mojen d'une Substitution qui se rapporte au nombre 
liy ce nombre etant premier (vojez ma premi^re lettre a Mr. Schu- 
macher, no^ 123. de son Journal d*astronomie). Je trouve ees ./2-{-^ 
modules et les ezpressions qui a'j rapportent, en mettant 

i i X X X , 

ff y^ *y^ ^^y'^ ^ Vf •.•••. ä'""*9'" au lieu de 7, ou 0^*= k 
Deux seulement de ces modules sont rcels. lls sont 

irx— g* + g* + q~-|-7*4-- • T .. _ q»..-f.<;->-+.;^- +,*»+.,. 

tV '^ — 1 4- Oa^-X- 2o*"4- '>o""4- '>/i'"''-t. ' ■ä" '^ — t ♦ » 14. ' 
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oü X est le module transformö. SI n n'est pas premier, il y en a en- 
core plusieurs. 

Le rösultat suivant entre autres me semble remarquable. II existe 
toujours une equation diff^rentielle du troisieme ordre entre deux modu- 
les * et Ä, tels qu'ils peuvent 6tre transform^s Tun dans Tautre. Voici 
cette equation: 

ou dk est constant. On voit que cette Equation differentielle admet un 
nombre infini de Solutions algöbriques, saroir toutes les ^quations alg^ 
briques entre les modules qui se rapportent aux transformations de di- 
vers ordres. Mais ce ne sont que de Solutions particulieres. Ce sont les 
transcendantes elUptiques^ qui offrent la Solution g^nörale. Si Ton suppose 

oü Ä' + Ä'*= 1, comme ci dessus^ on a 

^ pk+p'k' ' 

ou niy m% p^ p' sont des constantes arbitraires. ' Ces ^quations a modu- 
les qui d'apres ce qui a 6le dit plus haut, s'elevent au degre /i-j- ^> ^ 
^tant un nombre premier, ont trois propriötes essentielles. Ils restent in- 
variables 

1) si Ton change * et A, 

■ 

!2) en posant hf et h! au lieu de i: et >^, 

1 1 

3) en mettant — et -j- au lieu de k et Ä. 

II est d'ailleurs remarquable, qu'elles prennent la forme la plus simple 
pour la racine quatrieme des modules. Si par exemple on met /*k =: Uy 

4 

/"Ä = v^ on trouve 

w* — i;* — 2uv{\ — ü^tf) =: 0, pour /i = 3, 
u^ — iZ+S'^'^^C"* — ^*) — 4i^t;(l— 1/*2;*= 0, pour /i = 5. 
Donc il faut que ces equations satisfassent a l'^uation differentielle rap- , 
portee ci-dessus. ^ 

J*ajoute encore une remarque. 

Mr« Abel a proposö . tome II. page 286. de ce Journal le theoreme 
suivant: 
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9^Si requation diff^rentielle s^par^e 

adcc ' ^^^ dy 

^^oü a^ ß^ y, ^^ f sont reelles, est algebriquement integrable, il faul ne- 
y^cessairement^ que la quantit^ a soit un nombre rationel." 

On voit Sans peine que ce th^oreme est semblable ä celui de la 
trigonometrie analytique, savoir que n doit dtre un nombre ratione), si 
Ton veut que sinnx puisse dtre exprimö algebriquement par sinx. Mais 
il faut etendre ce thöoreme beaucoup plus pour les fonctions elliptiques« 
II existe un nombre infini d'öchelles de modulbs pour lesquelles a peut 
aussi avoir la forme c-f-Ay^ — l. Ce sont tous ceux^ oü le module par 
la transformation se change dans son complöment. Un de ces modules 
p. ex. est k = ^i. Cette nouvelle methode de la multiplication est en- 
core remarquable, parcequ*elle a lieu dans les cas, oü la transformation 
rentre dans la multiplication, c'est-a-dire oü le module transforme de- 
▼ient ^gal ä celui d'oü Ton est parti. Par exemple pour nzszb^ ^=: ^l^ 

8 

|[As=/*7 9 on trouT3 que Tequation 

a la racine £; = (l4-/' — l)u\ d'oü Ton tire t;®==Ä* = ^, de sorte qu'on 
a ici h? = i^. Tout cela d^coule immediatement des principes ctablis 
par Mr. Abel. 
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17. 

Geometrische Sätze. 

(Ton Heim Th, Qausen zu Altona. ) 



1. 

^,i)Las einem beliebigen Puncte E (Fig. 2«) der Peripherie eines Kreises, 
der mit dem um ein Dreieck beschriebenen concentrisch ist, fülle man 
auf die 3 Seiten des Dreiecks die Senkrechten Ej^, EB^ ED; das Ver- 
hälfnifs der Dreiecke abc und jiBD za finden." 

Es bedeute a, a' etc. die Länge der Bögen zwischen einem belie- 
bigen Anfangspuncte und den mit den resp. Buchstaben bezeichneten 
Puncten. Der Halbmesser des um das Dreieck beschriebenen Kreises 
sei = 1 ; der Halbmesser des Kreises, worin der Punct E liegt, sei ^ k. 
Die aus dem Mittelpuncte des Kreises auf die Seiten des Dreiecks ge- 
fall len Senkrechten schneiden den äulsern Kreis in den Puncten o% b\ c\ 
so ist: 



c' 



t-i ^ = +ö'-Ä' + c'; 



a 

2 



b' = ^i Ä = +o'+Ä'-c'i 



c' 



Der Inhalt des Dreiecks abc sei = /> so ist 

/ = ^{siDC'' — c)-\-sin(b — c) + 8in(c — b)\, 
I = 4{sin2(c'— Ä')+sin2(Ä' — O + sinaCc'— c';}. 

Man sieht noch leicht, da£>: 

EA =. cos(Ä— aO — *.cos(<f— o'); 
EB = cos ic—b")—k. cos (rf— i') i 
EC s= cos(a — c') — l:.cos(rf — c';; 
und dafs also der doppelte Inhalt des Dreiecks ABD = 2i, oder die Summe 
der doppelten Inhalte der Dreiecke AEB, BED, DEA 
2 /■ = {cos (b'— c') — h . cos fd— a':} . {cos 'c'— a') — k . cos {d — b')\ sin (Ä'— o') 
+ «cos ic'— a'i — k . cos (a — b')] . {cos («'— b') — k . cos (d—c')] sin (c'— b'] 
+ {cos(«'— ÄO — -l-cos^i/— cO}.{cos(A'— O— it.cos(d— aO|sin(c'— c';. 
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2/ SS cos (6^ — cO CO' («'— • °0 «n (*' — ^0 

+ CO» (c'— aO CO« (c'— *0 sia (c'— 40 ' 

• +co«(c'— 60cos(Ä'^c08m(o'— «0 
sin (Ä'— o')[cos(<f— oO co»(<?'— aO + co8(d— 60cos(ä'— c')] 

*{+ 8in(c'--Ä0[cos(d— 40 cos<o'^iO + co8(rf— ,cO C08(c'— oO] 
+ sin (ö'— cO [cos (d— c') cos (A'— <?0 + cos (rf — «0 cos (a'— 40] 

Icos (rf — cO cos (rf— 40 sin (4'— «0 
+ cos (d — 40 fcos (rf— cO sin (c'— 40 
4- cos(rf— <?0 cos(rf— oO 8in(a'— cO 
und nach einer leichten Reduction: 

2/ =? |(cos(c'— oO 8in(c'— öO+ co8(o'— 40 sin(a'— 40 + cos(4'— c0sin(4'— c^)} 
— ir{co8 (rf— öO 8in(4'— cO + co8(rf— 40 sin (c'-^oO + cos (rf— cO sin(c'— 40} 

I co8(rf— ßOcos(rf— 40sin(4'— <?0 
+ A* j+ co8(rf— 40^j<j8(rf— cO Äin(c'— 40 
t -I- cos (rf— cO cos (rf — oO sin (a'— (/) 
Es ist aber allgemein r ■ 

cosui ain(C — B) + cosB sin(-rf-*(?) 7f-.cosCsin(Ä— ^ = o, 
cos (>/+£) sin (^—5) + co8(ß+C)sin(fi— CO + cos(C+^)8in(C— ^ == p, 
cos(^— fi) sin (^—5) -j- cos (B—C) sin (B—C) + co8 (C— ^) sin (C—A) 

= 4{8in2(^— 2?) 4- sin2(B— C^ + sin2(C— ^}} 
folglich ' 

cos J «ö»Ä sin(^— fi) + cosB cos (^ sin (5 — C) + cosCcosi' sin(C — J) 

= ^{sin2(ui— i?)+sin2(Ä— (?)+sin2(C— ^}. .; 

Dadurch, verwandelt sich der Ausdruck von i in ^ 

oder 

/ = i:(i-*o/. 






2. 

„In einem Dreiecke JBC (Fig. 3.) sei AF^ik.JBy BDs=k.BC, 

CEa^i,CJ: den Inhalt der verschiedenen durch die Durchschnitte der 

Linien AD, BE, CF entstandenen Dreiecke eu finden. 

Seien die Winkel 

S.4B -g? c» . 

jiBCas b, 

BCA SS Cj 
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und der Durchmesser des' umschriebenen Kreises s=l> Bo ist: 

AB tss ginc; jiF jgs t.$inC} 

-BC =; sinai BD ä= Ir.siaa,- 

CA ;=:sinb; CE ss ib. sin 6; 

BD sin ABC. _^ ksinasinh 

"" sine — Ä: sin a cos 6' 
sinqf sinh 
ktinc — cos a sin h 



UtiSDJB := -^ 



lang AFC 
Es ist aber 



JtB—BDcoiABC 

ACsmBAC ' 
AF^ACcoiBAC 



AI ^ 



AFsiaAH 



\2.CiAFI 



smiDAB-^AFCy 

jv AT-' n Jj3 AF^sühDABtmAFC 
AF.AlBinDAB^ sin(D^:f^FC) 

-= jtF2 i^ng DAB lang AFC 
Xang DAB^UhgAFC 

Ä:' sina* sinft* sirio* 
sinasin&sinc — (sinacosasin&^<f ^^^^^^^^s^)^*^^^^^^^^*^^ 

Da aber c=180 — a^-6^ so ist sine = sin a cos 6 -^ cos a sin 6^ und also 



Ä» 



oder 



aA^iT/ =: ^_ , sina sind sine 



2. 



Jk» 



l_ib+ifc 



^A^ß(?, 



k^ 



Da dieser Werth in Beziehung auf die drei Seiten symmetrisch ist} sö 
sind die beiden Dreiecke HEC und ^DB dem Dreiecke AFI gleich. 
Es ist femer CiAFCsak^AßC, Also , . - 

(2.) AEHI = ÖDGÜ = SälJ^ =^ ft— ^ _^^ j^. ) A:^C 



= |5t^'^^^^- 



(3.) Ä6H/=(i-3.j--|;p,-3.|=^:)Ä^C 

\ 1 — fc-f fe» / 



Weiin k^x^if so ist der Inhalt des Dreieelu 6r£r/;s3:o, öder die 
Liniedi AD, BEy^ CF sohnmd.en.i sich'in diesem Fallb ia eitiem Pimctd^ 
welches auch sonst bidkannt isl«.).i', r 



.•» i« 



I » 



V « * 



r t 

M> , « • I 



• * : ^ «'i ■ . . ,- 



«■i 



; y . 



'• \ ' 



iV' 



l:;l ri; .:; : .'•■' . m: • 
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18- 

Bemerkung über ein Polyeder. 

(VoB einem Ungenannten.) 



xj& seien sieben Puncto p^, p^^ . . . pj im Räume gegeben^ von -yvelchen 
dreimal vier in einer Ebene liegen (wie dies bei jeden hieben Eckpunc- 
ten eines sechsseitigen und achteckigen Körpers der Fall ist), und zwar 
liegen PiP^p^Psi PxP^PaP^ und PxPzP\Pi in einer Ebene. Nimmt man diese 
Ebenen zu Coordinaten - Ebenen , bezeichnet' dem gemäls die Goordinaten 

von p^ durch 0, 0, 0, von /?5 durch 0, ß', ody 



Pz - 0, 0, «, p^ - y", 0, (t" 



f 



Pi - 0, ß, 0, /», - /", ß'", 0, 

/»4 - r> 0, 0, 

und legt durch diese sieben Puncto eine Fläche der rweiten Ordnung de- 
ren Gleichung, da aie durch den Anfangspunct der Coordinaten gehf^ 
Allgemein 

(1.) Ai? + jBy«+ Cx* + ö^y +£«w + Fyx + Gx + l^y + /x = o 

ist} e<^ hat DHan snr Bestimmung der Coeffioienten folgende Gleichungen : 

C*i»r|- /» = .0, C*'V+. Bß'* + Fa'^' -^Hß' + Ix' = 0,» 

B.ß».+ Hß s±= 0, jiy"' 4- Ct^"' + ^*"'i" + Gy" + /«" *= o, 

A^ ri» Gy ^ 0, -^y'"*+ J?ß""+ i>ß' V"+ Gy'''+ ^ß"'= 0, 

woraus ' .•» 

folgt. Die Gleichung (1.) wird daher 

Legt man nun ferner durch die Puncto p^p^p^y ferner PiPsPiy ferner 
P^PsPo Ebenen^ so findet man^ dals ihre Gleichungen 

26* 
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' + '-^y. +/-=.^^-Y 



ßiii 



a 



(3.) 



, ,ß—ß"' , ß—ßi 



y/// 



a» 



ß = 0, 



x + 



a — a 



// 



2 + 



a 



af 



•y— •« 



r - ' ß' 

sind. Die Coordinaten des Durchschnittspuncts p% dieser drei Ebenen 
befriedigen aber diese Gleichungen zu gleicher Zeit, und reduciren aIso> - 
Wie man äieht^ äie CoefEcienten von A'Zy By und Cx in der Gleichung 
(2.) auf Null. Es geht demnach die Flache (2,) durch diesen Durch- 
schnittspunct p^, welches folgenden Lehrsatz giebt: 

Alle Flächen der zweiten Ordnung, welche durch, sie- 
ben Eckpuncte eines von sechs Ebenen begrenzten acht- 
eckigen KörpersKHexaedre-octog'one) gehen, gehen auch durch 
den achten Eckpunct dieses Körpers. 

Hieraus fliefst, als ein besonderer Fall, der nachfolgende Satz: 

Wenn man auf einer Kugelfläche, oder in einer Ebene, 
drei Kreise K^Kj^z beschreibt, die sich in einem und dem- 
selben Puncto /7^, und aufserdem zu zweien, nämlich k^ unl 
As in p^j k^ und A3 in p^ und A^ und. A3' in p^j schneiden j wenn 
man ferner auf einer jeden dieser Kreislinien einen Punct, \ 
auf A,, /?5, auf A^, /^q und auf A3, p^ beliebig annimmt; so 
schneiden sich die drei, respective durch die Puacte /la, p^ 
und /»e> Pz9,Ph und Ptj und /i«, p^ und pn gehende Kreiia in ei- 
nem und demselben Punqte p^. 
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19. 

Bemerkungen zu der zweiten Aufgabe*) in der 
Abhandlung No. 17- in diesem Hefte. 

(Von Herrn,/. Steiner zu Berlin.) 



1) Uiese Aufgabe gehört zu einer Abtheilung von Elementar- Aufgaben^ 
die die Pestalozzische Schule wegen mancherlei pädagogischer Vorzüge 
sehr in Betracht zog, und die der Director der Gewerbschule zu Berlin^ 
Herr Kloeden, besonders sehr ausgebildet hat, und bei seinem Unter- 

■ 

rieht mit dem besten Erfolg ausübt. Nach dieser Elementarübung wird 
iiie obige Aufgabe ohne Hülfe trigonometrischer Functionen gelöset ^ auch 
kann sie allgemeiner gestellt werden, so dals die obige nur als ein ein- 
zelner Fall erscheint, nämlich wie folgt: 

2) ,,Es seien die Seiten des gegebenen Dreiecks^J?(7 (Fig. 4.) auf irgend 
eine Weise getheilt, z.B. ao, da(s^F=«.^B; BD^^ß.BC; CE=:y.CA. 
Man soll den Flächeninhalt eines jeden der sieben Stücke angeben, in 
welche das Dreieck durch die drei Geraden JlD, BE, CF getheilt wird.'' 
. Wenn die Gerade EG mit JB parallel, so ist CExCA^EGxAF, 
und daher 

EG = y.AF= r^.-^.BF, 

und da aus denselben Gründen EGiBF =: EH :HB ^ so ist eben so ' 
vni daher 



i—a 



folglich 



£Ä(= £H+ÄB)= (i +7j^)fl» 



1. — a-{-aj' 



HB, 



«y 



EB 1 — «-f-ay» 

Und da die Dreiecke c und CEB sich wie ihre Grundlinien EHy EB ver- 
halten, so ist 

e = ■ "K . CEB. 

1 — a-f-ay 

Wird nun der Inhalt des gegebenen Dreiecks durch A dargestellt, 
W iit GESxay.Af und dahdr: 

*) In lünsiclrt der crtien Aid^abe k«nn ▼arglioheii ^rden Bd. H. S. 265. d. Joum. 
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und vermöge der Analogie hat maiv.ebein, 30: 

y B^ 

Da z.B. das Viereck d :=:AFC — c — a, jso hat man ferner j(weil 

• - ■."•• ,» »' "' 

AFC=ct.A): 

deagleichen ,, .. ' 

Endlich ist das Dreieck ^ a?: A— ^FC—BZ)h< ^ CfiSiB + a + 6,+ c, 

Schneiden die. drei Geraden ^Z>, B£^ GF«iBandear iheittcsnFuDCtey 
so ist ^ := 0, und für diesen Fall hat man also die Bedingunga|^^biiiig 

oder auch -j .: ') -i: » *^ i?; = 

9. «ßy = (i~«)(i— ^Ki— y). . 

3) Der angeführte Satz entspringt aus dem Torstehen4M^;,i|r^iui 
man azssßzszy setzt Für diesen besonderen FalLh^ -man ^^v 

11. d=e = /Äj5^^=.^.A (4., 5., 6.), 



4 



10. a = Ä = c " 



l-3«+3j-^^.A (7.) 



1— 4arK4a» ■ 



>faV ^ •'^ . ( w. i:w;jf 



1 — a-^d' 

4) Neulich wurden im XVlll. Bande itt Annale^ d9 <Mai>A^iMf- 
fues des Herrn Gergonne »joig^ Au%»beii AiitC(raiichi;i W9l(^ß i^ieji^ vor- 



• **- 



t 
I 



^.%^\l^ 9teiner, Semnrhmgmiiuder 2.Anf9. in d.AihandL No. 17. in dies. Heft»» ^ 

# 

Stehenden ähnlich sind, sich eben, so leicht lösen lassQn^ und aus. denen 
ich die vorztiglichsten Resultate hierher setzen will. 

Wenn man nemlich im Innern eines Dreiecks mit dessen Seiten 
di*ei Geraden parallel zieht '*'), so dafs die Flächer desselben in 7 Stücke g^ 
theilt wird^ nemlich in ein dem gegebenen ähnliches und ähnlich lie- 
gendes Dreieck Ay in drei Parallelogramme a, b, c und in drei, die;- 
sen respectire gegenüberliegende Faralleltrapeze a, ß^ y^ so findet Herr 
Vallis folgende Gleichungen: . 

1. h = 2[vr(A+«)-/-A] [/•(A+y)-irA], 

(c =ö[/(A + «)— /-Alt/CA + ß)— /"AJ, 

I2a^,= äc + 2/*(2öäcA), 
2iß ?=5;«c + Ä/(2cicA), 
2cy == aÄ + 2/'(2aÄcA), 

3. 4[/-(A + «)-»rA][/-(A + ß)-/A][i^(A + y)-/'A] = /•(2aÄc), 
4.. a[|r(A + «)-/'A] = *[ir(A + ß)-/'A] = c[^(A+y)-/'A], 

5* 2aÄT-^Äit? == a^ß — öc=Ä'2cy — ab. (2.) 
Setzt man ^ = 0, d.h., nimmt man an, die drei Geraden schnei- 
den einander in einem Puncte, so hat man z. B. 

6. ö* = 4ßy; A* = 4ayj c* = 4aß, 

7. abc = S^ßy. 

Wenn man ähnlicher Weise im Innern einer dreiseitigen Pyramide 
mit deren Seitenflächen vier Ebenen parallel legt, so dafs die Pyramide 
in 14 Theile getheilt wird, nemlich 1) in eine der gegebenen ähnliche 
und ähnlich liegende Pyramide ps 2) in vier Parallelepipeden a, b, c, ds 
3) in vier den letzteren respective gegenüberliegende, mit ihren Grund- 
flächen parallel abgestumpfte dreiseitige Pyramiden «, ß, y, iy und end- 
lich 4) in sechs abgestumpfte Parallelepipeden, welche rücksichtlich ihrer 
Lage zwischen den Parallelepipeden (2.) durch [ab], [ac], [ad], [bc], 
[bd], [cd] bezeichnet werden sollen j so hat man: 



für 6, e, d analog. 



*) Zöge man drei Geraden, staU parallel mit den Seiten, so, dals sie die Seiten in irgend ge- 
gdienen Yerhlltnissen schnitten , so wflrde dieser Fall den gegenwärtigen und den obigen (2.) als 
besoodcre FiUe in sich enthalten, und nach Art des letsteren leicht gelöset werden können. 
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j für [ac], [arf], analog. 



» . . 



f für ß, y, 3 analog. Danach findet man », ß,.y, 8. 

jy i2oÄ[<?rf] =r <:rf(o + Ä) + 2/"(6o«6*c*d*/>), 
f . fiiip [oÄ], [««?], analog.' 

VI. o [/•(;» +«)—/•/»] = Ä[JrO'+ß) -/■/'] = *[/"0»+y)-/'/'] 

VII. ab[cd]'{-cd[a6] = «c[6«q + 6tf[ac] = crf[*c] + Äc[arf]. 

Setzt man ^ = 0, d.h., nimmt man an, die 'vier genannten Ebe- 
nen schneiden einander in einem Punct, wodurch sich et, ß, y, j- in' Py- 
ramiden verwandeln, die der gegebenen ähnlich sind, so hat mau s. Bi 
VIII. o'Ä2163y^} *» = 216«y*j <;» = 216«ß^; rf*==216«(3y. 

• 88-... 

IX. [ab] = 3(/'7 + v ^)/'(7ö), fiir die übrigen analog. 
X. abcd = 1396«ßyS. 
IX. 6o»a = Äcrf; 6Ä«ß = acdj etc. 

XII. c^« = b'ß = c^y = (Pd. 

'. ■ . ■ • ■ / '■'...• 
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20. 
Anmerkungen zu dem Aufeatze No. 18. 

(Von Heim J. Steinrr zu Beriin.) 



:| 



• » 



AxxB dem hier bewieaeilen Satse schließt man folgenden analogen Säte, 
oamlich : 

^^Dafft jede Fläche sweiter Ordnung, welche sieben Sei- 
tenflächen eines von acht Ebenen begrenzten sechseckigen 
Körpers ISierührt, auch zugleich die achte Seitenfläche be- 
rühre/' 

Denn nach einer gewissen Regel, welche die französischen Geometer 
y^thäorie des polaires riciproques'' nennen (von der ich an einem ande* 
reu Orte handeln werde), und nach welcher die Dualität solcher Sätze 
erschlossen wird, folgt auch dieser Satz unmittdbar aus jenem. Der 
gegenwärtige kann aber auch aufserdem, wie folgt, aus jenem herge^ 
leitet werden. 

In jeder Ecke des genannten Körpers stoben vier Seitenflächen zu- 
sathmen. Die in irgend einer Ecke zusammenstoisenden Seitenflächen 
sollen der Ordnung nach durch A^y A^y A^, A^ und die ihnen gegen- 
überliegenden Seitenflächen durch A^^ Aq^ Atj A^ bezeichnet werden. 
Die Ecken des Körpers lassen sich dadurch, mit Rücksicht auf die Sei- 
tenflächen, die darin zusammenstofsen, durch £(1234), £(1278), £(2358), 
£(3465), £(4176), £(5678) bezeichnen. Endlich sollen die Puncte,' in 
welchen irgend eine Fläche F zweiter Ordnung, z. B# die sieben Seiten- 
fläciien A^j A^, A^y A^y Asy A^y A^ berührt, />,, />«, ps, p^y* p^j pa^ Pi 
heilsen. 

Man weifs: „dafs die Berührungspüncte aller Ebenen, welche durch 
einen und denselben Punct gehen und eine Fläche zweiter Ordnung be- 
rühren, auf die Peripherie eines Kegelschnitts beschränkt sind, und dafs 
umgekehrt: alle Ebenen, deren Berührungspüncte mit einer Fläche zwei- 
ter Ordnung auf einen Kegelschnitt beschränkt sind, einander in einem 
und .demselben Puncto schneiden.'* 

Daher folgt also, dafs vermöge der Ecken £ (1234), £ (3465)^ £ (4176), 
sowohl die vier Puncto /i,, /i», p^f p^^ als p^y p^y p^, p^i als p^, p^y Pt, p^ 
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in einer Ebene (in einem ebenen Schnitt der Fläche F) liegen ; und da- 
her giebt es/ nach dem oben erwähiiten Satze ^ noch einen bestimmten 
achten Funct./^g^ welcher ebenfalls in der Fläche F Uegt^ und zwar so, 
dals er sowtflil mit den drei Puncten Pi, p%j pn^ als p^^ P^y psi als ps, 
p^, p^ in einem ebenen Schnitt der Fläche liegt. Aus dem Letzteren 
folgt ferner^ nach dem yörstehenden Hülfssalz^ dafs die in, /ig an die 
Fläche F gelegte Berührungsebene sowohl durch djsn DurohMhnittspunct 
der drei Ebenen ^^^ A^j Ji^'y als A^, A^^ A^y als A^j A^, A^ gehen ttiufii^ 
dvh., dafs sie durch die Ecken £(1278), £(2358), £(5678) gehen mufs, 
^Iglich fällt sie mit der Seitenfläche A^ zu^anamen,, und folglich »wird 
auch diese Seitenfläche A^ von der Fläche ^,beirührt, w. z« b. w. i 

Ich erwähne bei dieser Gelegenheit noch folgender zwei isteres« 
santen Sät2;e, wi^lche Herr Bobillier im JCyJ[Ir Bande der An^ales des 
Herrn Ger gönne, durch eine sehr einfache und geschickt geführte Bech^ 
nimgj bewiesen hat, nämlich: . ^ 

I.. „Die Mittelpuncte aller Flächen zweiter Ordnung, 
welche sieben gegebene Ebenen berühren^ liegen in einer 
bestimmten Ebene." 

IL „Die Mittelpuncte aller Flächen zweiter Ordnung, 
welche acht gegebene Eb^enen berühren, liegen in einer be- 
s.t:immten Geraden." ..■.-. 

In einer späteren Abhapdlung desselben Verfassers (9d< XVIIL 3* 
253») flielsen diese Sätze als sehr specielle Fälle aus allgemeinqrei Sätzen 
über algebraische Flächen aller Ordnungen« Den Untersuohttiig0n dez 
HjBrrn Bobillier geht ein Memoire Ton. Herrn Ger gönne, betiteltt 
Eecherches sur guelfues JoU gsnerales fui regUsent les. lignes et surfa^ 
ces Qfgebrifues de tous les orrfr«" voran (Bd-XVII. S."214. und 229^^. 
Diese Arbeiten sind ihrer Allgemeinheit und Einfachheit wegen in Be- 
ziehung auf geschickte analytische Behaudlni^ geometrischer Gegen- 
stäjbde vpn gralsem Interesse , und verdienen deshalb besondere JBeruck* 
^icl^tigupg. 
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Aufgabien ui^d Lehrsätze, 

eratere aufstil^^eiiy letztere zu beweisen. 



. » ■ M 
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(Von Herrn /. Stäntr zu Beriin.) 

11. J^ehrsatz. Setzt maa' cur Abkürzung 

«(«+ 1)(«+'2) («+ r— 1) =- 

80 hat inan für die Summe igleich hoher Potenzen der natürlichen Zah- 
len folgende Ausdrücke*), nämlich: 

I. 1«»+» -J. 2*H-I -^ 3*H-« ^ 4»»+« ^ ^ ;j«"+« 



r\ 



1 

2h+2 



'3' 



5-(«-n+l)«»l«-|- 1» . 1* 



2r 



1» 
1» 



2» 
34 



(„_!). („_l)a 



5jji^(x-n+2)— ^» 



+ 1* 
1» 



1 
1 



1» 

2» 



(l»;»-«(2*)' 



vn— i 



(«— 2)»(i.— 2)«(«-2)" 

und ^ ■ ■ (2>)' 



»(x-l)«l» + (l»)»Jx»l» 






.€!•'■ 

-i*. 






2 
8* 



• . • 



."» / 



..' ^ ' 






reo r . 



r 



2n+l 






'• 



. . I ' 



. I s ' . 






2* 
3» 



p « 



I 



■ ) 



•■(n-i)»(n-i)' 



2n-l 



(x— w+2)«»-^» 



f») 






TT TtC*.)'* * . , \ 

: '(i^)-«.(2»)*'i 

■ (fj^.(2»)' 



• J 



. « ■ 






i(«-i)«'«+(i»)-4(,)«i>l. 



■\" 



j%. 



'*' ' ^ t)er H«rr Profesaor Scifwtliil glebi id'sifÄer An'xlpife ellf Wsdüe^be Samminingt- 
linifn^icitr MIm; ancb 'die .iyori ky»4 e..SnawPiniDg»wfcl»» gewi^t. oMn iMMh dfr^^Mclbtt ,v6fL 
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2L jiufgttbfn und Lehrsätze, 



Leitet man von der gegebenen Reihe (I. , ü.) neue Summenreihea 
ab, 80 hat man fiir die Summe detVten abgeleiteten Reihe: 



m. 






p;ö^^(*-»+Trr" 



L W 



»*!',. 



+ 1» . 1» 

> 1» .'2» 

1» . 3» 



VH-l 



* •• 



(i«)'^.(Ji»)* 



■^^-V*+(i*)-.^(*r"^ 



(„_l)»(„»l)a 

und 
IV. 'Sx*"** 



(2«)*-' 



= ^-[ot^*-«^-^'"'"+* 



I 
• * 



(2«+l) 



-ij(x-n +!)"'+-'"• 



+ 1» . 1" 
1' . 2» 

(„_l).(n_l)« 



(2n-l)1»^' 



+2)«*^l'+....+(l*)»-» 

(l»)»-».(2'»)» 

(2»)!'- 



* (^ir»>H(ir(3JR-.(*H' 



Die 6H>fiien /i, r sind .alf ganze positire Zahlen vorausgesetst. 

12. Lehrsatz. ^Zieht man, in einem gegebenen Kreise Sehnen, 
die sämmtlich parallel sind, beschreibt über jeder, als Durchmesser ge- 
nommen, einen Kreis, so wird jeder von diesen Kreisen (wozu auch der 
gegebene gehört) von einer bestimmten Ellipse eingeschlossen und in zwei 
l^uncten berührt Die Eklipse hat den mit den genannten Sehnen paral- 
lÜen Durchmesser JiB des gegebenelte Kreises zur kleinen Axe, deren 
Quadrat gerade die Hälfte des Quadrats der greisen Axe ist. Diejenigen 
Kreise jedoch, deren Durchmesser kleiner sind als AB/*\y liegen inner* 
halb der Ellipse, ohne von ih)r berührt zu werden.*" 

13* Lehrsatz. „Zieht man irgend, eine Gerade .^, welche ein 
iPaar gegenüber liegende Kanten einer gegebenen • dreiseitigen Pyramide 
scl^Cfidet, und legjt/^dfiroh irgend einen Punct J^ d^ (^^) swei 



.*■ " fi 
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andere Geraden CD, EF, welche reapectiTe die beiden übrigen g^dgen- 
iiber. stehenden Kanten paare schneiden^ so geht die Ebene der letisteren 
Geraden CD, EF bestandig durch eine bestimmte Gerade j'i JP^ ^ wdcbe 
ebenfalls das erste Rantenpaar schneidet^ der Punct P mag sich in der 
fixen Geraden AB bewegen^ wie man wilU und femer: legt man durch 
jiB irgend eine £bene> deren Durchschnittspuncte mit dem zweiten und 
dritten Kantenpaar C, ^ JD^ und .E^^ JP^ heilsen megen^ so fällt der Durch- 
Schnittspunct der Geraden C^D^yE^F^ beständig in die Gerade JxB^, 
die Ebene mag sich um die fixe Gerade AB drehen^ wie man will."" 

14. Lehrsa^tz. ^^ Nimmt man in der Peripherie eines Kegel- 
schnitts irgend sechs beliebige Puncto J, B, C, D, E, F (Fig. 5.) an^ so 
können sie auf drei Arten als drei und drei einander gegenüberliegend 
betrachtet werden , nämlich A, B, C und F, E, D ; By C, D und A, F, 
Es Cf D, E und B^ A, F. In jedem Falle bestimmen sie> paarweise ge- 
nommen^ wie sie einander gegenüber liegen^ drei Vierecke^ z. B. im er- 
sten Falle ABEF, AVDF, BCDE. ^ Die Durchschnittspuncte (&, H, I) der 
Diagonalen dieser drei Vierecke liegen in einer Geraden (GHI), und 
diie auf diese Weise entstehenden drei Geraden GHI, KLM, NOP schnei- 
den einander in einem einzigen Punct Q^ 

Dieser Satz ist nur ein Theil eines umfassenderen Satzes. 

15. Lehrsatz. Zieht man in einem convexen Vieleck alle mög- 
liche Diagonalen und verlängert alle Seiten^ so dals alle diese Geraden 
wo möglich einander paarweise schneiden: so entstehen, im Allgemei- 
nen» innerhalb des Vielecks gerade halb so viele Durchschnittspuncte als 
außerhalb. Z. B. heim 20£ck innerhalb 4845 und aulserhalb 9690. 

16. Lehrsatz. Bekanntlich können die Seiten eines Dreiecks oder 
ihre Verlängerungen von vier Kreisen berührt werden. Ist das Dreieck 
ein rechtwinkliges^ so ist der Radius des Kreises über der Hypotenuse so 
grofs als die Summe der Radien der drei übrigen Kreise} und femer: 
hei dem bekannten Pythagorischen Dreieck, dessen Seiten, durch irgend 
eine Längeneinheit gemessen, 3, 4, 5 sind, sind die Radien jener Kreise, 
durch die nämliche Einheit gemessen 1, 2, 3, 6« 

17. Lehrsatz. Sind A, B, C diejenigen drei Kreise, von denen 
jeder eine Seite eines gegebenen Dreiecks und die Verlängerung der bei- 
den übrigen (Seiten) berührt, und man beschreibt drei andere Kreise a, 
6, e so, dalk jeder zwei der drei ersteren änCKrlioh und den dritten in- 



21^ 21. AufgcAtn und Lehrsätze. 

m. Lehrsatz. Scbneidet man die drei Diagonalen AB^ CDy HF 
eines gegebenen vollständigen Vierecks^ gebildet durch die vier Geraden 
AE, AFy ED, CF (Fig. 10.)> mit irgend einer Geraden ace (oder bdf) 
in den Puncten Oy Cy e (oder 6, ^y f)y und bestimmt hierauf in leder 
Diagonale den entsprechenden harmonischen Punct by dyf(^od4T a^ 
Cy e\ d. h. soy da(s z.B. Aa:aB= AbxBby so liegen diese drei neuen 
Puncte allemal in irgend einer Geraden bdf (oder ace)\ und ferner: 
dreht sich die schneidende Gerade ace um irgend einen Punct P, so be- 
Mregt sich die zugehörige (harmonische) Gerade bdf so y dals sie bestän- 
dig irgend einen bestimmten Kegelschnitt berührt^ der zugleich von den 
drei Diagonalen ABy CDy EF berührt wird; und auch umgekehrt. 

25. Lehrsatz. Ein Tollständiges Viereck von vier Puncten A, 
By Cy D (Fig. 11.) hat drei Paar einander gegenüber liegende Seiten (oder 
Diagonalen) AB und CDy AC und DBy AD und CBy die einander respec- 
tive in den Puncten 0, b, c schneiden. Zrieht man aus irgend einem 
Puncte p nach jenen Puncten Oy by c die Geraden püy pb, *p€y und be- 
stimmt hierauf bei jedem Puncte (Oy by e) die entsprechende vierte har* 
moniscbe Gerade aify btfy ctfy d. h.^ eine solche Gerade ^ dafii die durch 
denselben Punct gehenden vier Geraden (z.B. aAy apy aDy df) ein har* 
monisches System bilden (d. h.^ d^fs sie jede. Gerade, welche sie schnei« 
den, harmonisch theilen), so treffen diese droi Gei:aden a^y byy Cff ein- 
ander allemal in irgend einem Punct ^; und femer: bewegt sich der 
Punct p in irgend einer Geraden, so beschreibt der Punct ^ irgend einen 
Kegelschnitt, der allemal durch die drei Puncto a^ by e geht^ und anch' 
umgekehrt. . * f • 

26. Aufgabe. Zwischen den Radien von fünf Kugeln, von denen 
jede zwei einander berühren, eine Relation zu finden.^ (Siehe Bd. t. 
S. 275. d. Journ.) 

27. Aufgabe. Wenn vier gegebene Puncte in einer Ebene so 
liegen, dals kein anderer Kegelschnitt . als Hyperbel^ durch dieselben gie» 
hen kann [wie z. B. die Puncte Ay £, F, B (Fig. 10;)], so soll untop 
allen diesen Hyperbeln diejenige gefunden werden ;• welche anv meisten 
von der gleichseitigen abweicht. : . . » 

(Von Herrn N. H, Abel äu Christiania in Norwegen.) :»i , 

28. Aufgabe. Kann a^~^ -r- 1 , wenn fi, jeiue PrimzaiHl tf nd '■ « ieint 
ganze Zahl und kleiner als./ti und gröber ab. liisf^ diirchfcif theilbar;8toiki? 



22. 
Memoire sur les centres de moyennes harmoniques; 

poQr faire iuite au trait^ dei propriöt^s projectirea des figuk*efl^ 

et Mrrir d^introduction k la Theorie g^n^rale des propri^t^s 

projectives des courbes et surfaces gäom^triques. *) 

Prtent^ k PAcaMnie royalc dt« Sdenoes de l*jiuliliit de Franee le 9. Mart 1024« et approov^ le 
22t JasTier 1826^ par aae commiMioii compos^ da ML lf> Lefeadre, Aoip^re et Caachy 

rapporteor. 

(Far Mr. J» F*» Poncdet^ Capitains au Cozps Royal da G&iie.) 



Discours pr61iminaire« 

JUans le Trait^ que f ai publik '*^) Tann^ denri&re sur les propri^^s 
projectives des figures^ je me suis moins attaobö a faire un recueil 
de tböcr^mes et de probl^mes de G^omötrie^ qu'ä poser des principes g^- 
n^raux et f^nds, k Taide desquels ou put aborder les uns et les autres 
pour ainsi dire sans hösitation^ et i la mani^re dout cela se pralique dans 
rapplioation de TAlgibre k la Göom^trie^ dite Analyse des Ccordon« 
n^es. Je orois aToir mis^ en effet^ tout lecteur göomötre en ötat de dö- 
couvrir, par lui-m^me^ et de däxnontrer au besoin^ cette foule de propo« 
sitions qui appartiennent aux figures compos^s^ en g^n^ral, de points, de 
droites^ de sections coniques^ de plans et de surfaces du second ordre quel- 
conques^ propositions qu'a cause de leur ^lögante simplicit^ ' et de leur 
utilitö dans les artSi les anciens^ aussi bien que les modernes^ on|: cul- 
tiv^es avec une sorte de prödilection , et qui pour la plupart et jasqu'a 
ces demiers temps^ avoient ötö trait^es par des m^tbodes si restreintes, 
si diffS^rentes les unes des autres et souyent si p^nibles^ qu'il ^toit comme 
impossible d'en saisir Tensemble et d'en deyiner la commune origine« 

Qu'il me soit permis ici de Bxer un instant l'attention de TAcadä- 
mie sur quelques uns de ces principes gön^raux^ qu'en n'a point encore 

*) Ce memoire n*a ete publik jusqu'ici. Note da red. 

**) Ce Mteoire, redi^ dans le coartnt de rannte 182S, a ^1^ remis k Mr. Are^o Tera la fin 
de NoTembre, meme ana^, lort de lon t^jour i Meli. On petit Toir, k la pa^e 349. da Tome XVI. 
des JnnmUs d§ Mathemaiifmes p pobli^et par M. Ger^oaae, le rapport qoi ea a M fait k l'Aca- 
d6mla royale dea acieacea, par M. Caachy« . Note de Paatear. 

' Crelle'a Joaraal. UI. Bd. 3. Hfr. 28 
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aMM appr^ci^s peut-ötre^ et qui me paroUsent aussi neufi qu^importans 
en Göom^trie} cet expos6 succint röpandra quelque jour sur Tobjet ies 
rechercbes qui m*occupent actuellement, et m'y conduira de la maniira 
la plua naturelle et la plus philosophique» 

Parmi oes principes, je placerai en premi^re ligne^ par V^tandue de« 
cons^quences qui en. d^rivent, ceux qui se rattaohent ^ la d^M^trine des 
projectionSy eta Taide desquels on transforme des figurea' trte gin^ 
rales en d'autres tout ä fait particuli^s et vice versa; de teHe Sorte 
que les propri^t^s des unes ^tant connues, on en conclut» Dir le champ^ 
les propriöt^s des autres^ du moins Celles de ces propri^t^s dont la na- 
ture est asses g^n^rale pour se conserver dans les diverses projections 
centrales de la figure^ et que^ pour cette raison^ j'ai nomm^es projec- 
tives dans Touvrage Aiyk cito. 

Le caractere de ces sortes de propri^t^ n'^toit pas difficile k ^ta- 
blir pour ce qui concerne les relations purement descriptives ou gra- 
phiques; il se reconnoit toujours au simple önonc^^ et j'ai donn6 d'ail* 
leurs les loix des modifications qu'il öprouve dans les cas particuliers odi 
certains objets s'^loignent k Tinfini^ ou prennent des situatipns d^terminöes^ 
telles que celles du parall^lisme et de rasymptotisme. 

Quant aux relations purement m^triques ou concernant les rap- 
ports de mesure de lignes^ leurs caractere de projectibilit^, si je puis 
m'exprimer ainsi^ ne pouvoit 4tre prösent^ d'une manii&re entierement 
gönörale^ k cause de la complication des expressions^ et j'ai du me bor- 
ner a r^tablir pour une olasse particuli^re de relations m^triques, et ce^ 
pendant encore tr^s ^tenduoi p^isqu'elle comprend tout ce qu'on con* 
noit actuellem'ent sur les propriöt^ projectives des figures^ et qu^elle en 
indique une infinit^ d'autres qui ne le sont pas encore. J'ai möme lieu 
de croire qu*il n'est aucune relution mötrique projective^ qui ne puisse 
Atre ramenöe a cette classe particuliire par des transformations conve- 
nables de calcul *). Mais cette restriction mdme est un grand avantage» 
puisqulnd^ndamment du caractere de simplicit^ qu'elle imprime aux 
relations mötriquesi eile les rend encore aptes k demeurer applicables^ 
Hon plus seulement aux projections eu perspectives ordinaires de la figure^ 
Oais aux projeetioni sphöriquei faites du centre de la Sphäre et 



^ Toyct la Bote 11. 4 h fin de ee M^noirc^ 



povf lasqaeUea les simplei distancea aont remplac^ par lei ainiu 
das aros de grands cercles correspondans, et 4 oette espice de pro*- 
jection beancoup plus g^n^rale que j'ai nommöe, faute d'ezpreasione con* 
Tenableat perapective dam uli plan eu plan^ et perspective dans 
Tespace oa en relief) genre de projections sur lesquelles en n*avoit en- 
oore rien donnö^ rien öcril, et qui m^rite oependant toute rattention des 
gdomötreSf et particuliirement cielle des sculpteurs, qui manquent encore 
de preceptes rigoureux et g^nöraux pour le tracö de cette esp^e de ta- 
bleaux qu'on est convenu de nommer bas-reliefs. 

En effet^ je crois avoir ^tabli ces pri&ceptes dans le Supplement 
placÄ i la fin de mon ouvrage, et^ de la m6me mani^re que f avois mon» 
tr^i Aks la prämiere partie^ commen^ par la projectioki centk^Ie ördinairet 
on peut ramener les figuk^es compos^es de sections coniques et de lignes 
concourantest en d'autres beaucoup plus ölömentaires compos^es unique- 
ment de cercles et de droites parall^Ies^ j'ai aussi ötabli, dans oe supplö* 
men^i les moyens d'ötendre aux surfaces du second ordre en g^n^ral^ et 
a Taide de la persp^ective-relief^ les proposition^ qui concerneot sim- 
plement les sphöres et sjst^mes de spb^res; et je crois en avoir montr^ 
d'assez belles applications pour faire saisir Tesprit gön^ral de la m^tbode, 
et en faire appr^ier toute Tutilitä et rimportance» 

Un autre principe tr^s ^tendu^ auquel peut*6tre on n'avoit pas 
asses accordö 9^attention dans la G^mötrie ratioonelle^ c*est le prin- 
cipe de continuit^^ en vertu duquel on donne aux diff^rentes propo- 
sitions de la Oeom^trie, Textension et la g^nöralitö qtii leür manquent 
d'ordinaire, d'apr^s la maniere restreinte dont il arrive souvent qu*on en-> 
tisage les figures et les rösultats des raisonnemens qu'on leur applique. 
L'admission et Temploi de la loi de continüit^ m'ötoient tout-i^-fait in- 
dispensables pour donber aux principes de la doctrine des projections et 
aux diverses consöquences qui en döriventi la certitude et Tt^tendiie nö* 
cessaires, outre qu'ils offroient les moyens d*interpr§ter et d'introduire 
ouvertement en G^om^trie^ la consid^ration des infinis et des imagi- 
naires qui jouent un rdle si important et si n^cessaire düns Tanalyse 
alg^brique^ et on peut le dire, dans toutes les applications du calcul. La 
cons^quence de l'admission de la contihuit^ a M la tböori^ des söoan- 
tes et des cordes ideales et^ de tout objet qui^ sans cesser d'exisfer 
effectivement dans les transformatiens d*une mSme fignre, a pourtant 

29» 
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cessA de d^pendre d*iiiie maniire parement gfoflMtrique^ ' d'autres objets 
anzqueU il te rapportoit^ et qui le > d^finisseient ou le constmlsoient dans 
la figure primitive. 

Enfin, je lignalerai un dernier principe, que je n*tki paa du ni 
Teolu ezposer avec tonte sa g^n^ralitö qui lui est propre, dans le Trait^ 
des propriötös projectives, et qni eonstitue ce qne j'ai nomm^ la 
Tb^orie des polaires r^ciproques, par analogie k ce que les g^ 
metres avoient döja appel^ le pole et la pelaire des lignes et des snr- 
faces du second ordre» 

An Premier aperen, on pourroit creire que le principe dont il 
s'agit est moins g^n^al et moins Taste que les prdcödens, en ce qn*il 
ne constituereit qu'une th^rie particuliire relative aux lignes et aux sur- 
faces du second ordre j npais on se tromperoit ^angementj car il est 
tel qu'au simple ^nonc^ d^une preposition suffisamment g^nörale de Töten* 
due, o« pour m'önoncer avec plus de prteision, d'une relation projec* 
tive et de Situation, on est toujours en ötat d^en assigner, surlechamp, 
une autre toute diffirente, toute aussi gönörale et qu^il seroit seuvent trös 
difficile d'ötablir par des moyens directs, ä moins toute fois que la pro» 
pos^ ne seit elle-m£me la röciproque, ce dont il j a des exemples. 

J'ai exposö les premiers ölömens de cette doctrine, ainsi gönirali* 
sitf daaa un numire des Annales de Mathömatiques '*^), en partant 
de quelques thöorimes döjä pröcidemment ötablis par les göom^tres sur 
les pdles et polaires des lignes et surfaces du second ordre, th^rdmes qui 
seit d'ailleurs une consöquence tris simple des principes g^öraux de la 
projection centrale combinös avec la loi de continuit^^ et je ne connois 
que le Rödacteur de ee recueil, Mr. Ger gönne, qui s'en seit servi de* 
puis**) pour ^tablir la proposition röeiproque d'un fort beau thöor^me du 
a Mr..Coriolis, röpititeur k Töcole pelytechnique, iequel s'ötoit content^ 
simplement d'en faire ins^rer Ttooncd dans ces m^mes Annales. 

B me seroit impessible de donner ici une id^ tant seit peu gön4- 
rale de la tb&>]rie des polaires r^proques^ sans entrer dans ie& dötails 
qui excöderoieat les bornes que je me suis prescrites et que je ne dois 
pas döpasser quant k pr^entj je me eontenterai donc de renvojer aux 
envragea eitis, en remarquant toute feis que je n'en a^ pr^entö la qu'une 

•) Tome yill, anntfe 18td, ptge 20^. 
^ Miidr Tom XE, mmin iWlh, f^ a3& 
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indicatioa tröt rapide^ fort incompletto «t qui fuffiMit k l^olijet des 
cherchas qae }*y avois en Tue. Ja ii'y ai m6m9 fait mention uniqua» 
ment qua de ce qui conceme la röcipraciti des relations'graphiquas ou 
descriptivea qui aubaiatent entre la figure primitiTa et la d^riT^a^ or 
il est tr^ facila d'^tendre toute cette doctrine aux relations puremeat 
mdtriquea qui rentren^t dans la classa de cellea qua j'ai nommi pra- 
jectiTei» et c'est ce que je me propoae de faire bientdt^ quand j'en Tien» 
drai & axposer lea propriötda des lignea et des nirfaoes courbea göomäbri- 
quea^ dont la d^menatratioja repoae n^eeaaairement aur la tk^oria dea 
polairaa pöeipraquea. 

Caat Ik aussi que j'aurai accaaion de d^velopperi^ avec taute Töteiip 
due qui leur est propre, lea principea de la Theorie dea tranayer«» 
aalea ötablia par Mr. Carnot dans la G^omötrie de poaition*, et 
que jusqulci on u'avolt guSre appliquös qu'aux sjst^mes de lignes drei- 
tea et aux aections coniques. J'ai du me borner, dans le Traitä dea 
propriötös prejectives, k faire voir comment les principes fonda- 
mentaux et döj4 cornius de cette thöorie pourroient se d^montrer direot^ 
ment k Paide des consid^ationa de la perspectiye ou projection centrale^ 
et je devois öviter d'en d^duire des cons^quences dea applicationa dont 
Texposö eüt pu parottre dtranger au but g^näral de l'ouyrage et m'eut en^» 
train^ dans des döveloppemens trop consid^rables. Je ne saurois d'ailleura 
me proposer, quant ä präsent, de präsenter k racadimie, une notice^ 
möme sommaire^ des rösullats auzquels* je suis ainsi parrenu}, cette ^no^ 
tice seroit iei pr^matur^e et conviendra mieux k Töpaqua oü ja serai en 
Situation da lui offrir le travail lui-mdmej mon but actuel est seule^ 
ment de mettre sous Bes jeux, un apergu g^n^ral des efforts que. jVi faits 
jusqu'i^rösent et que je me propose encore de faire,, pour agarandir le de*, 
maine,. ii]k si Taste, de la G^m^trie rationnelle, et surtout pour lui 
cröer des ressources, des möthodes universelles qui paraissent encara lui 
manquer^ et sembleroient plus particuliirement appavteniv a la Qiotai- 
tria analjtique« 

Ea effet, on a dil s'apercevoir facilament, d^apres ee qu£ ifrio&Se, 
que la doctrine ies propri^t^s projectivesy ceUe is Fa perspeeliTe 
en ralief, le principe ou la loi de coatinuit^,, en£n h^ TStio^rüe 
daa pelaires r^ciproques et la Thöovie^ dea franareraareff ^en- 
due aux ügaea et surfaces courbes^ ne fbrmenll paa simplament dies cTaa- 



§9§9 plus ou moina ^tendues, de probUmes et de th^r^aies^ maia oonsti- 
tuent proprement 9 potrr la G^mitrie pure, dei principes^ des möthodee 
dliiT66ti{fttion et d'invention^ des moyens d'extension et d'ezpefitioiii dans 
le genrede ceux qu'on a nomm^s principes d^exhaustios^ mdthodedes 
indPiniment petita etc. 

Dans la thöorie des lignes et des surfaces gtem^triques^ que je me 
pK^e de faire parattre par portions et snocessiTement» je n'adopterai 
auoune de ces m^tbodes d'une mani^re exclusive; je les mettrai tontes 
indifförenünent & oontribution selon Tavantage qu'elles pourront offirir dans 
ohaque oas^ et je moittrerai ainsi Titendue des ressources qui letir sont 
propres^ et des cons^quences que Ton en peut döduire« Mais^ eomme la 
thöorie des courbes et des surfaces g^metriques est ^troitement li4e 4 
la doctrine du centre des moyennes harmoniques, qui est pro« 
prement une g^n^ralisation de celle du centre des moyennes di« 
atances} que cette doctrine n'est point connue et n'a it6 enseign^ nulle 
part^ je d^bute par un prämier mömoire qui en renferme les principes 
les plus utiles et les plus remarquables^ et dont je me contenterai de don- 
ner ici nne notion aussi succincte qu'il me sera possible de le faire. 

La preportion harmonique» eomme on/sait, tire son nom 
des Irois principauz accords de la musique^ et eile fait la base de T^ 
chelle diaton ique« TfMlsport^ dans le domaine de la G^m^trie 
par les anaiens et les modernes ^ eile les a d^ja conduits ä d'interressan- 
tes propriötös des lignes, dont la plupart sont expos^es dans le Traite 
des propri^t^s projectives; eile semble, en un mot, deroir jouer un 
röle brillant et n^cessaire dans toutes les questions et proprio!^ qui ne 
concerntet que' la direction indöfinie des lignes et non leur mesure: il 
est facile^ en effet, de dömontrer qu'elle remplace partout^ en projection» 
la division en parties Egales» qui se präsente si fröqüemment dans la plu- 
part des figures r^guUeres de la Göom^trie. 

Supposonis qu'a partir d'un mSme pomt et sur une mdme droite, 
on porte^ dans le mSme sens^ trois distances, dont la V^ moins la 2.^ 
seit ä la 2*** moins la 3*"% eomme la 1*~ est ä la 3'% ces trois distan- 
ces seront en proportion harmoniquej et^ si Ton porte, k partir du 
mdme point 'et toujours dans le mdme sens^ un nombre quelconque de 
distanceSf telles que trois quelconques d'entr'elles, qui sont consöcütiv^es^ 
forment une proportion harmonique^ la snite de toutes ces distances for- 



VSL J.V. PonceUif IKUmaire sur Üb centres tff moyeunes^ harmoniques, 219/ 

mera ce qu*on nomme une progreasion harmonique}^ or on di^moii- 
tre qu'il en sera encore ainsi pour toutes lea projections centrales ou per- 
speetiTes de la figure aar une droite arbitraire. Malntenaot^ .ai Ton aup- 
poae Torigine commune des aegmena harmoniquea k Tinfini^. aoit dana la 
figur# primitiTe^ aoit dana la projeotion, lea pointa reatana formeront une 
^helle de partiea ögales; et pour le dire en paasant^ c*est cette mdm» 
propri^t^ qui, dana Tart du deaain^ a fait donner ä la diviaion en partiea 
barmoniquea, le nom d'^chelle perapective ou fuyante. 

Hr. Brianchon, dana ses applicationa de la th^t>rie dea 
tranareraalea, a donnö quelquea una dea proprietöa de T^chelle et de 
la progreaaion harmonique, et j'en indique^ dana mon m^moire^ pluaieusa 
autrea qui ^toient indiapenaablea pour ötablir la thöorie du centre dea 
mojennea harmoniquea^ et qui aont la cona^quence aaaes aimplie 
i'une remarque faite par Mac-Laurin> aur la proportion harmonique^ 
laToir: que^ ^>dana une teile proportion^ la valeur inrerae ou r^ci- 
i^proque de la aeconde dea troia distancea auxquellea eile ae rapporte^ 
jfOat mojenne arithm^tique entre lea r^ciproquea de la premi^re et 
^,de la troiai^me;" il en röaulte^ en effet^ que loraque dea distancea oa 
aegmena 9 comptcs d'un mdme point et aur une mdme droite^ aont en 
progreaaion harmonique, lea röciproquea de cea distancea^ aont> de 
leur cdt^9 en progreaaion arithmötique; ce qui juatifie complete-^ 
ment la prämiere de cea dönominationa^ et ibumit^ ä Tinataat^ la moyea 
de caiculer un terme quelconque de la auite dont le rang eat aaaign^* 

Mac-Iiauritty qui n'avoit point a ezaminer lea proprii^t^a de la 
progreaaion harmonique^ a'eat content^ de d^duire de aa remarques la d^ 
finition auivante de la moyenneharmonique: ^^^^ mojenne harmo- 
ff nique entre un nombre quelconque de quantit^a est teile que aa recipro-^ 
y^que eat mojenne arithmötique entre toutea cellea dea autrea^ prise ayeo 
yiunsigneconyenable^)^'* H en a d^duit en outroi une construction aaaea 
aimple pour döterminer cette mojenne harmonique ou eette aomme de 
röciproquea^ dana le caa de plusieurs distancea ou segmena rang^s aur 
une mdme droite et compt^a d'ün mdme point f aon but ötoit d'arrirer^ 
par li^ & un thöordme fort beau de Cötea sur lea courbea- alg^briques* 
et k quelquea autrea analoguea aur la courbure de cea lignea^ qui ae 



*) YujCft.le Traitä d§s eourbes gäometri^uss , p«r U ac-Laarin>. 



f r^Mnteat comme des ooroIIairM trös jpardoiiliers dn rdfulut d« mon 

Tel est le point d'oü je enii parti pour ^tablur la doctrine da cen- 
tre de mo^ennes liarmentques^ qui fait le sujet du memoire qae f ai 
ntomieiir de präsenter k FAcad^miet et Toioi maintenant 1 quoi je 

suis parTenu* 

4*ai commencA par transformer la relation qui d^finit lajnoyenii* 
harmoniqve^ d'apris MacLaurin^ en une autre phis g^n^rale et qui 
fat imm^iatement projective dans le sens que fai pröcMemment indi- 
qviiy ]*ai de suite M oonduit k reconnoitre que le point qui röpond a 
cette moyenne^ en aupposant toujours les distances ou segmens comptte 
suT une mi&me droite et d'une mdme origine^ deTenoit proprement le 
centre de moyennes distances ies points appartenans auz autre% 
toutes les fois qu'on yenoit a supposer Torigine commune k Tinfini^ seit 
dans la figure primitive^ soit dans mb projections ; rapprochement qui ätoit 
impossiUe d'apr^s la d^nition deMac*Laurin^ et qui m'a conduit k 
nommer^ pamnalogie, le point en question, centre de moyennes har« 
moniques des points propos^^ par rapport 4 Torigine commune d'oi!i ie 
mesurant les segmens harmoniques. 

Dös iors je me suis trouvä en etat de traduire» en les g^n^rali* 
sant^ soit les d^finitions^ soit les propriöt^ qui conc^ment le centre 
d^s mcjennes distances d'un nombre quelconque de points situ^s ar* 
bitrairement dans un plan ou dans Tespacej et pour le faire ^ je n'ai eu 
besoin constamment que de me servir desprincipes ötablis dans leTraitö 
dos propri^t^s pröjectiTOS. J'ai obtenu, de cette maniöroi ce que 
j'ai d^jä nommä pr^cödemment la Theorie du centre Ae§ moyennes 
harmoniques. Mais ce n*est pas tout^ comme les G^ometre sont par* 
Tenus^ dans ces derniers temps^ ä ätendre la Th^rie du centre des mo- 
jennes distances au cas oix les mojennes arithm^tiques sont prises rela- 
tiyement ä des coefficiens num^riques quelconquesi j'en ai fait tout au- 
tant pour celle du centre de mojennes harmoniques, et je suis arriv^ 
ainsi k des cons^uences qui offirent un nouveau champ de sp(^ulations et 
de d^couvertes aux g^m^res» et qui, dans des mains plus habiles, ne tar- 
deront pevt^.^tre pas d produiredes applications aussi heureuses qu'utiles. 

Quoiqu*il «en soit, j'ai ezposö dans la derniöre partie de mon md- 
moire, quelques utoes des propri^ds qi|i d^coulent de la Th^rie du centre 
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4eB moyemiei harmoniques^ poiir les systAmes de poiotSi le trottet tt dt 
jlaskBf etf ftfin de ne pas en multiplier inutllement le nombre^ je me luii 
bomä & Celles dont la natare g^nirale permet de lei appliquer immödia-' 
tement auz courbes et auz surfaces gtomötriqoei d'un ordre quelconque) 
mettant ainai ceux qai liront ce Memoire en ^tat de pressentir cette ex* 
tenaion^ et de se familiariser^ peu k peu^ arec ce qu'elle pourroit, au pre^^ 
mier aspect^ avoir de trop difficile ou de trop abstrait. 



De la division hannonique des lignes droites, des progres» 
8ioii8> des dchelles et des moyennes' harmoniqnes. 

U exiBte entre la diyisioii harxnonique et la divisioii en partiet 
dgaleSt une analogie trös grande^ qui conduit k nne foule de consöquencea 
et de rapprochemens curieux: avant de Texposer dans toute m g^n^ra- 
litöf fl convient de Nxaminer dans le cas le plus simple^ celui d'une 
droite ou distance^ portant uniquement un point de division entre aeB ex* 
trimitdsj maisy attendu que les propri^t^ relatives k ce cas sont gönöra- 
lement connues des g^m^tres^ je ne ferai que rappeler celles qui me 
sont n^essaires, et renverrai pour plus de d^veloppement au »»Traitö des 
propri^t^ projectives des figures.** 

1. Seit jiB (Fig. 1.) une droite ou distance quelconquej prenoni 
sur cette droite et son prolongement, les points Q et P, tels qu*on ait 

PB '^ QB ^ PB-^PQ ' 

la distance .^^ sera divis^e barmoniquement en P et Qp et cette d&- 
finition devra s*ötendre au cas mdme oü Tun quelconque des points pro« 
posös sera supposä k llnfini} mais alors le rapport des Segments qui lui 
appartiennent dans la relation ci-dessus sera Tunit^; donc il en sera de 
m6me du rapport des deux autres segmens restans. Que Py par exemple^ 
passe k Tinfini^ on aura, d'apr^s cette d^finition, QAzszQPf et parcon- 
siqaent le point Q^ conjugu^ äP» divisera en parties Egales la distance 
AB. Ainsi la division en parties barmoniques d'une droite^ n^est qu'une 
extension de la division en parties ^gales^ ou plutdt celle^ci est comprise 
implicitement dans Tautre^ pourvu qu*on restitue le point de division qui 
est passö a Tinfinii et qui est conjugu^ au point milieu» On admet 

Cr^e^i JovmaL IIL BAi S. HIL 29 
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d^AÜIeniiT'^e les droites qui renfermeVit un m^me poInt situ^ i: f kifini' 
ftont paralleles. 

2» Cela po8^^ projetotis, d^un point quelconque S, les quatre points 
'^f B, P^ Q ainsi ii&nis, sur une droite arbitraire P^B^^ on proüve aisö« 
ment que les noveauz points Jl% B\ Vy Q' conservekkt entr'euz la rela- 
tiott harmonique 

o'est-ä-dire que cette relation est projective (vojez plus loin^ Tart 18.)* 
Or^ d'apr^ ca qai pr^cöde^ cela doit s'^tendre au cas xn^me pour lequel 
Tun quelconque des points pröpos^» ou Tun quelconque des points de la 
projection>, passe ä Tinfini ; ce qui ezige alors que la transversale qüi porte 
ce point seit parallele k la projetante^ donc la divivision harmonique se 
changeant^ pour cette transversale^ en diyision de parties Egales, on voit 
que Tune de ces divisions est la perspective ou projection centrale de Tau- 
tre, et peut servir direct^ment k la constrüire» 

3. Mais on peut pousser jplus loin ce rapprochement^ en mettant 
la relation harmonique sous une forme d'abord indiquöe par Mac-Lau- 
rin (Traitö des courbes g^omdtriques#). 

En effet^ de la proportion^ 

PA _ PO— PA 
FB ~ FB — PQ^ 

on tire unm^diatement 

2PA.PB^PB.PQ + PA.PQ, 
0% en divisant tont par f;^PA.PB.PQy 

FQ ~ 2 \PA^ PB/^ 

relatiott entiirement analogue k celle qui a lieu pour la diviston en par- 
ties Egales ^ lorsqu'on remplace le point P par un point quelconque p 

(Fig. 2), et les rapports^ jt, 'Ei^ W^^ '®* »imples segments pQ, pA^ 

pBß on ft effectivement|i en supposant que Q seit le milieu de AB: 

pQ^i(pA+pB). 

4f. Ennommant, avecMac-LaurinV rööiproque d*uneligne son 
rapport inversei Tunit^ de mesttre^ la relation ci - dessus pour la division 
harmonique^ exprimera que la r&iproque de PQest moyenne arithmötique 
entre les r^iproques des segmens P^ et PB; o'est pourquoii quand üne ligne 



jiB (Fig..lO'9St divuiiev liarmoniqaement auy points P ot Q».<m qae les 
negmens Pw^^ PQ et PB^ relatifs au point P, sont en proportion harmoniqae, 
on dit que le Begment PQ est mojen harmoniqüe antre las deuz autres 
PjdetPBs et comme^ dans le cas ci^desBus de la division en parties ^ga- 
lesy le point Q est nommö le centre des moyennes distances de ^ 
et de Bf nous pourrona dire ögalement que^ dans celul de la division har^ 
monique^ le point Q est le centre desmoyennes harmoniques des 
points AetB; et oela non d'une maniöre absolae^ mais seulement par rap- 
port HU point P qui sert d'origine commune aux segmens harmoniques. 

5. De plus^ d'apris ce qui a iXi observö ci-dessus (2«), en met- 
tant la figure en projection ou perspective sur une droite quelconque 
P^B^ (Fig. l.)» le point (y^ qui r^pond k celui dont il s'agit, sera encore 
un centre de moyenne harmoniqüe par rapport auz points A' et B' de 
la projection 9 et relativement au point P' qui sert d'origine auz nou- 
Teauz segmens: ainsi, dans le faisceau des projetantes SA^ SB, SP, SQ, 
on pourra nommer la droite «SQ l'aze des mojennes harmoniques 
de SA etSB, par rapport a la droite SP qui sera Taze des origines 
harmoniquest la transversale P'B' ötant d'ailleurs prise parallele« 
ment ä ce demier aze, tous ses points Q^ deviendront des centres de 
mojennes distances d'apris rart.2. A6}k cito. 

6. Pour completter Tanalogie entre les deuz relations 

on p«ut remarquer qu*elles äprouvent dans leurs termes, les m6mes va- 
nations de signes pour les m^mes changemens de positions des points qui 
leur correspondent. 

Supposon^^ par exemple^ que, dans le cas de la division harmoni- 
qüe (Fig* l.)> le point P passe, d'un mouvement continu, de la gauche a 
la droite de A, a Tinstant oii la distance PA deviendra nulle, le segment 
QA devra (1.) rStre aussi^ de mdme que PQ; par conS^quent le point Q 
passera, ä son tour, de la droite ä la gauche du point J^,. et les distances 
PAp PQ, ajant changä de sens, devront changer en mSme temps de signe 
dans la relation oi-dessus, qui deviendra ainsi 

PQ ~ 2\ PA'^ Pb) ^^ PQ '^ 2 \PA Pb) 
pour le cas oü le point P auroit pris la place dq point Q, et z^ciproque- 

30* 
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snettt. Cwt %tk effet, m dont on peut a'asrarer directem^nt 4 Taidt ii§ 
la relatioii primitiye} ear, en la mettant MOf cettt forme 

QB ~ FQ^QB^ 
on tn tiro 

JL^llA. L\ 

QP 2 \QA QBt 

risultat qui tient d'ailleurs & co que^ d'apr^5 la d^finition ci-de6Siis(l.) loi 
points Q et P joissent de propri^t^« r^ciproques k T^gard de u< et de B* 

D*apris cela^ on Toit quo la rigle des aignes, pour la relation haiw 
monique, est quOf ta consid^rant toujours comme positif le 

terme ^^^ loa termet ^-j» ^g* qui entreat dans le seoond 

membro de cette relation, devront dtre affectös du signe 4" 

on du signe -^, selon quo, par rapport k Torigine P^ let 

points anx quels i\s rdpondent seront plac^s du m6me cot4 

quo le point Q ou d*un cdtö diff ^rent; or cf^est ce qui a lien pr^ 

cisement (Fig. 2.) dans la relation 

pQ = i(pA + pB). 

Done la mdme r^gle des signes est applicable 4 ces deux esp&ces de rela- 

tionSy et par cons^quent elles conserveront une forme semblable pour ta 

mSme disposition detf points k T^gard des origines P %t p auxquellet 

elles so rapportent; seulement, en consenrant sea points A et B, on ne 

sauroit changer, dans le cas de la dirlsion harmonique^ Torigine P sani 

quo le point Q ne change en mdme temps^ au lieu qu'il reste fixe daat 

celui de la dirlsion en parties ^ales« 

7. Les choses ainsi entendues, supposons (Flg. 1^ ^^on divise en 

deux parties ögales^ au point Q$ Im distance PQ moyenne harmonique 

entre PA et PB, on aura donc, 

2 1 1,1 

FQ ^ FQ^ ^ PA^ FB^ 

et parcons^quent^ si Ton m^e par le point P une suite de transversales 
PABj PA^'B** < « « « dans Tangle ASB^ puis qu'on prenne, sur ohaoune 
d'elles, des points Q^^ Q^^ • » • • tels qu'on ait^ en ^ard k la rögle des 
signes posöe ci-dessus, 

j t , \ i_i 1 JL 

FQ^'~ PA^ PB^ PQ^i^ Tlf*'^ PB'* 

les points ainsi d^finis seront (2« et 5.) sur une droite Q^ Q'^ parallele 



i faxe SQ des moyennes harmoniques des cdt^s de Tangle ^aS^^ et pas» 
iant par ses points a et fr oü chacuat des paralleles Pa^ Pb k rim de 
les ctiiSf rencontrt fautre« Car, ponf ces positions particüli^res de la 
transTersale PAB^ on PJi^^B^fle point Q,^ ou Q,^^ se confond ayeo rua 
des pomts correspondans jtf ou B, d'apr^s la relation ci»dessQS> attendu qnm 
Tun des segmens eofrespondans derient infinl. 

Or delä r^ulte un moyen, indiqu^ par Mae*Laiiriii| pour con-» 
stniire directement le point Q^ lorsqu'on connoit les points, Pf A et B# 
.Quant au centre Q des mojennes harmoniques, il est plus simple et plus 
<l^nt db le d^tenniner k Taide du procäd^ suivant, qui n'exige que 
Femploi de la ligne droite ou de la rigle: ayant men^ par Torigine P 
des segmens barmoniques, une transyersale arbitraire PA^^B" dans Tangle 
^es projetantes SA^ SBf on ]oindra> par de nourelles droites AB^\ BA^\ 
les points ainsi obfenus stir ces projetantes ayeo las points donn^ A, Bp 
et le point S* de leur intersection appartiendra k la projetante SQ du 
point Q cherchö. II est risible, en effet» que, si Ton substitue Tangle 
AS^B k rangle ASB, et la droite PS' k la droite PS, Taxe des moyen- 
BÖS harmoniques (3*) de cet angle, par rapport k P, et qui renferme nd» 
oessairement Q et (^^f deyra aussi passer par le sommet S\ et se con«* 
fondre par cons^quent avec celui SQ de Pangle ASBs on conelueroit 
d'ailleurs la mime chose en observant que la figure peut ^e mise en 
projection ou perspective^ sur un noureau plan^ de fagon que P passe ä 
Finfinif ou que les droites PAB, PA**B^* deyiennent parraUiles, et c'est 
ainsi que nous arons d^montrö cette proposition gönäralement connue • 
FarL 154i du Traitä des propriötös projectives« 

8. Consid^rons maintenant une droite aj (Fig. 3.)^ divisöe en bd 
nombre quelconque de parties Egales aux points hy e^ i^ e ^ % ..\\% point 
k rinfini de eette droite pourra dtre regard^ (1.) comme Perigine com« 
arane des segmena harmoniques relatils k trois points de dirision cons^ 
ontifs quelconquesy en y comprenant les points extrdmee a et /; done 
(2.) si Fea projette le systdme de tous ces pointe sur une droite arbi-- 
traire a//^ en o^, V% c\ d'^ ^, /% il en sera de mSme du point ff qui 
est la projection du point k rinfini de uf, 4 T^gard de trois points de di» 
Tision cons^cutifs quelconques de off'i c'est-ä-dire que les segmens re« 
latifi kff^k ces points formeront une proportion harmonique ; donc la 
suite de tone les segmens p^'f pb\ pc% pdf . » • • pf^ formera une pro« 
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]K>rtion liarmonique oontinue} et Ton pourra dire, arec M& Brian- 
chon (Application 46 la thöorie daa transversales etc. $.68.) 
que ces Mgmens forment tine progression harmonique. 

Pour ju^tifier encore dayantage cette. expression, nous remarques» 
Fons qu6y d*apri8 Fart 2. et les artides suirans, il doit rögner entre Im 
reciproques des segmens qui r^pondent ai| point p' et auz diff(Srens points 
de division de a'f\ la mdme relation qu'entre les simples distances d'on 
point qnelconqne p de af, anz difförens points de division a, b, c . ^ . .fs 
mais oeS derniÄres forment nne progression arithm^tiqney dono il en est 
de mdme des reciproqnes qai leur correspondent. 

En effety on aora ponr la droite af et le point arbitraire p^ 

2pb:s=pa^pc, 2pe =1 pb -{- pd, 2pd zsz pe -^^ pe^ .... 

ou 

pb — pa = pc — pb = pd'—pb = pe^^pd . . • ., 

comme anssi Ton a (S.)» pour la droite c/' par rapport ä Torigine deB 
divisions harmoniqnes p% 



2__1,1 2__1.1 2 
p'6' p'af ' p'c" p'd ~ p'b' ^ p'd'^ j/df 
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11 1 ! 11 


1 1 


p'l/ p'a' p'«' pff p'af p'b' ~ 


P'*' ydf ' ' 



• » * 



9. U nSsnIte de ce rapprochement, en particulier^ qa*on pourra 
caleuler un terme quelconque de la progression harmonique, par les 
mdmes reglos quo Ton calcule un terme de la progression arithnoiätique, 
au' mojen des extrSmes^ quand son rang et assign^. 

SupposonSy par exemple, qua la droite af seit divis^ en m-f-^ 
parties Egales aux points b^ c, d, •••••, et qu'il j ait parconsequent 
171 -|- '^ + ^ segmens pa, pb, pc, . . • • pf correspondans au point arbi- 
traire p^ proposons nous de rechercher le segment pd ^ point d qui 
appartient ä la /i* partie a compttr de - a, nous aurons, dans le cas dont jl 
sTagit, des divisions ^gales^ 

pd = pa + ad = ^« + --2_«/=: p« + j;^0»/-;»a) 

ou 

donc on aura aussi, dans le cas de la division harmonique, c'est-&-dire 
pour la perspectire «'/', 
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r^Iation qui^ Bn yertu de. la continuit^, doit indme s'etendre au cas oü 
let-Bombres m et /t sont incommen&urables entr'eux^ et qui servir^ 
imm^diatement a rösoudre tous les problSmes analogues ä ceux oü il s'a- 
git de diviaer des distances en parties proportlonnelles k iiW nombres den- 
xA^. On Toity en outre^ qu'elle a une forme tout- ji-faif semblable ä celle 
(3.) qui concerne la simple dirision harmoirique de ü^f, en p^ et d'i si 
Ton 7 suppose en effet| m et n .^gauz k Tunif^y on retombera sur celle 
dont il s-agit C'est pourquoi on pourroit dire que le eegment jpfd^ re- 
latif au point de division d\ est moyen harmonique entre les seg« 
mens p^a' et p'f pour les ooefficiens m et rty et que le point i^ 
Ini-m^me est le oentre des moyennes harmoniques de a* et/' 
nlatiyement k p' ^l k ces mSmes ooefficiens. 

Enfin il r^sulte encore de ce qui pr^cide que les points extremes 
9f et/^ d'une Schelle harmonique ^tant donn^s, ainsi que le nombre 
des parties dont eile se compose et rorigine p^ des segmens harmoniques, 
on pourra construire successirement, k Taide du caicul, et sans recourir 
k ricbelle des dirisions Egales af^ rächelle harmonique dont il s*agi^ 
k laquelle son grand usage dans la perspectire a fait donner le nom 
d'Echelle perpectire ou fujante ^ 

10. On d^uiroit beaucoup d'iaufres cons^uences remarquables de 
oe qui pr^cide ;; kious noüs cdnf enterons d^obsenrer que, pour se oonstruira 
une tehelle harmonique sur un dessin, ou pöur diViser une ligne f^'f en 
mi'cerfain nombre de parties harmoniques par rapport ä un point quel- 
oonque p^ pris^ pour origine^ et qu^^n nomme quelque fois point dt 
foite dans les Traitös de perspectire^ il n'est point indispensable de re« 
oourir au calcul^ comme nous renons de le faire, ni m6me de construire 
d'abord un» ^helle ordinaire de parties ögalea comme Tindique la Fig. 3. ; 
des opdrations^ purement lindaires ou qui s*(&zäcutent aveo la rögleseule,^ 
Buffisent pour atteindre le m:dme but. 

Remarquons dlcibord que^i quand une droite a^j' est divis^e en par* 
ties harmoniques aux points Vy c\ d'y e\ . . • . , par rapport ä un point 

e) Je oe crob pu que cer d*eroiireff propri^l^ de l*^e1Ie' harmof^ique «ient CDCore M re- 
■uvqnte dee g^on^tret; eile eo poti^cLe quelques- ratref intereiMntittVwSv^l'^ '^* pr^c^dentet 
aoos coadniroient aisemeDt, meif doot Veieiiieo noaf- ^cirtieroit 4e notre objeU Oo peat coiual- 
iw, i oet 6g«rd, le Mteoire de Mr. Briaachon, dfjl cit^ art.8. ct-deuo«- 
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ff qni Mrt d'origine aux segmens harmoniques» U mdme chose anra Uta 
encore (2» nü 8.) dans toutes Ma projections centrales en pertpectiTes sur 
«ne aufre €ioite qneloonque; cTest^a-dire qae^ qnel que sott le eentre da 
projectioii M que Ton ait choisi en particuIier^ si Ton oonpe le faiscea.a 
des projetantes $p% saf^ sb'^ ^ . . • sP qui loi correspondent par ium 
droite arbitraire, le Systeme de points qui en räsulte, forme encore me 
felielle harmonique^ ayant pour origine le point röpondant k ffi cTest^i^* 
dire, en un mot^ qne T^helle harmoniqne est projectire. Si^ de plns^ 
on prend pour transrersale une droite af parallele 4 la projetanta ^ff^ 
ou que Torigine des segmens harmoniques passe k Tinfini dans la pro- 
tection ^ röcheile harmonique se changera en une ^helle ordinaire de 
parties Egales (2. et 8.)« 

11. Supposons donc (Fig»4.) que a^ et V ötant les deux premiers 
points de division d'une dchelle harmonique, et /i rorigine ^%^ segmens 
harmoniques ou le point de fuite, s'agisse de construire successir»- 
ment toutes les autres parties de r^chelle, prolongöe de part et d'autre de 
a* jusqu'a Tinfini: on tirera arbitrairement les deux droites p€f\ p^' par 
le point py et Ton joindra, par d'autres droites a^b'^ a"a\ un point queU 
conque af* de p^' aux points donn^ nf et Vf ces droites iront ditermi- 
ner sur p^^ deux points ^ et ^\ dont on se serrira ainsi qti^il suit pour 
construire Tabelle harmonique afV€^d*...0. 

On tirera s''b* qui rencontrera pe** en b^'i tra^ant ^V\ eile ira 
rencontrer pf au 3"" point de dirision harmonique c'i tragant ensuite 
c'6"y eile rencontrera p^' en c*% et ^^c'^ ira construire le 4* point de 
division d'i il est öyident que Ton pourra poursuirre cette Operation a TO» 
lontö, seit ä droite, soit k gauche du point a'^ ce qui donnera Tabelle hai^ 
monique demandöe a'^ b\ c\ d\ . . • . *). 

En effet, si Ton met la figure en projection sur un nouveau plan 
parallele a ps^s^'p c'est k dire tel que cette droite passe k Tinfini, les qna^ 
drilat^res a'ya''V\ Vc'V'a"^ « . • • seront des parallilogrammes, et 
par consöquent la droite off sera une ^helle ordinaire de parties ^a«> 



*) Cef coDftructioni tont enljerfment anabgnet k Celles «qae M. Brianchon« dooaSetpoar 
la dmsion d'onf difttanoe en parties Egales dans les Applications de la Theorie dea traaa* 
versales (roj. $.51.et53L); mais# dans oe cas. eile ne peüTcnt a*cffecliiar nnifveiaeal «ftc la 
rigle Oll des alifnemena» 
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Im pour la nourelle figure^ de aorte qu'elle en est uae de parties barmo- 
aiques poar Tanoienne. 

13« Suppesoiifl inaintenant que^ s'ötant donni une distance quelcon« 
que afp il a'agisse de la diriser en un certain nombre de parttts harmo* 
niques relativement au point quelconque p pria pour origine; on traoera 
arbitrairement une droite pf^ passant par /»» et Fon conatruiray comme 
cl-deaaua, une öchelle barmonique quelconque QfVc'd\...p par rapport 
k oe point, maia dont le nombre dea diviaiona aoit präciaäment celui des 
]>artiea qn'on veut obtenir aur af. Cela poaö, on traoera lea droitea aa'^ 
SS' 9ui> pAx* Icv interaection y donneront le point Sy dont on ae aervira 
pour projeter lea pointa de diviaion de Töchelle a'f* aur af. II eat ^yi« 
dent| en effet, qu*ä cauae que la relation barmonique eat projective» lea 
pointa hp Cf • » • • ainai obtenua aeront lea pointa demand^a* 

Maia ai , le nombre de partiea harmoniquea de af itsrnt m ^ n, 
on demandoit aimplement le point d qui appartient k la n* partie, comme 
dana le probldme ci-deaaua (9.) r^aolu ä Taide du calcul^ ayant d'ailleura 
conatruit r^obelle barmonique a^f, il n'y auroit autre cboae k faire qu'ä 
projeter le n^ point de diviaion d^ en d aur af ä partir de s. 

Cea demiirea conaidörationai quoiquellea noua aient un peu öcart^ 
de notre premier objet, noua aeront n^anmoina utilea pour ce qui concerne 
la partie dea applicationa« 

Du centre des moyennes harmonique des points 
quelconques rang^ en ligne droite. 

13. Juaqu'ici noua noua aommes born^a a comparer la diviaion 
en partiea ögalea ä celle en partiea barmoniquea; mais on peut ^tendre 
plut loin Tobjet dea ce döfinitiona, en obaervant, en g^n^ral^ que toutea lea 
relations ou propri^töa qui ont pour fondement la diviaion en partiea äga- 
lea, doivent pouvoir ae convertir en dea relationa ou propriötöa analoguea 
de la diviaion harmonique; or de cetto natura aont ^videmment toutea 
cellea qui concernent les centrea de mojennea diatancea. 

Soienty par exemple, a, b, c (Fig. 5.) troia pointa qnelconquea aitu^a 
en ligne droite; aoit ^ le oentre de mojennea diatancea de cea points, p un 
point quelconque pria pour origine dea aegmena, on aura, comme on aaif, 
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ponrTu qa'oii alt ^gard ä la r^gle des sigites pwie ci-deisüs (6.). Proje- 
iODS les points a^ 3, c, f rar une drcrite quelconqaa ofdf^ ä partir d'an 
point arbitraire s et aoient a% V^ c'^ ^^ les points de la projection^ on 
peut se demander ^el r6Ie le point q^ jouera par rapport aoz pointa 
a'y Vf c\ Or je di» qu'en nommant p' le point qui repr^nte^ anr a^^, 
oelui k rinfim de ad^ et doat la projetante sp^ est ainsi paraUile k- mdp 
on anra 

tonjours en ayant ^ard a la r^Ie des signes qui vient d*dtre indiquöe. 

Pour le prourer, il nons snfl&ra de recbercber la maniöre dont on 
peut obtenir les points f et f' au mojren de ceux dont ils d^pendent re- 
speetiTemenf. 

Pour le point ^, il fauf^ comme on sait, prendre le milieu x de 
ab^ puis di^iser cor en trois parties Egales, et prendre le premier point 
de diTisioD f^ k partir de x, pour le point demand^} en effet on aura^ 

Q.px 2= pa + pB, 

F9 — P^ + S(P(^--P^) = ^ 3 ^ = 3 ~^ ^ 

Or, pour obtenir ce qui coneerne le point ^ de la pfrojection» il 
suffira evidemment de remplacer la .dirision en parties Egales par la di* 
Tision harmonique, en prenanf p^ pour origine; c^est a dire (3. et 9.) que^ 
da BS les relafions ci-dessus, il faudra siorplement remplacer les segmens 
qui se rapporfent au point arbitraire p, par les r^proques de ceux qui 
r^pondent aiz point p^^ projection de celui ä Finfini de a c; on aura don<^ 

Jt i.rL4.^4,JL\- 

ce qui pr&Me montre auSsi^ d'apr^s Tarticle 12.|. coa^ment il faudroit s'j 
prendre pour construire directement le point ^^ avec la r^gle^ et sans 
receurir ä la division en parties Egales qu'indique la figure^ 

li. Le cas ou Ton remplaceroit les trois points a^ B^ c pai* quatre 
points quelconques seroit encore plus facile a ^tablir^ En effetV s'il s'agit- 
toit d'obtenir leur centre ies moyennes distances^ il sufEroit ^yidemment 
de prendre le milieu otr le centre de» moyennes distances de deux quel- 
conques de ce& points^ purs celui ie& deux autres^ puis enfin le centre des 
moyennes distances des deux cenfres parfiels ainsr trour^; ce quidonne- 
roit de suite^ en nomnianf d le quatri^e pöint, et consenrant d^ailleurs 



Ie5 meines d^oominations qua ci-des3Uft, 

P9 "'^ 4 ♦ 

tt parcoDS^uen^ en passant a la pro}ectioii Bur une droite qudconque a' c\ 

JL _ lrJ- + -1-4. JL + JL\ 
pY * V«' ~ p'*' ^ pV ~ p'dv • 

l^n g^n^ral, on yoit que, quel quo Bolt le nombre m des points 
a^ b^ c^ dy . . . . rangi^s 3ur une m£me droite, le centre ^ des mojeDoes 
diftanceB de tous oes points sera unique, et tel qu'en le projetant ainsi 

■ 

que ces points , sur une droite quelconque en /, a'y b', c\ d\ . . . .^ et 
nommant p' le point qui repr^sente celui a Finfini de la proposöe abc^ 
on aura 



p'q' m\p'Qf ' p'b'^ p'f/ * fdf 



ou 



pourvu encore qü*on ait ^gard k la r^gle des signes pos^e art 6. On 
Tolt de plus (12.)^ comment on pourra construire, avec la r^gle seule et 
Sans recourir aux centres Aes mojennes distances, le paint ^^ dont il sV 
git| quand tous les autres af^ b\ c, d\ . . . . seront donn^s ainsi qae le 
point p^ qui sert d'origine commune aux segmens harmoniques j mais 
cette construction se faisant d'une mani^re successire et assez pönible, 
quand le * nombre des points donn^s est tant seit peu considirable^ nous 
indiqnerons plus tard des moyens g^n^raux et simples pour j parrenir. 

15. Mac-Laurin, qui a eu ä consid^rer, dans son Trait^ des 
oourbes g^omötriques, quelques unes des propri^tös du point f' d^ 
fini par les relations m^triques ci-dessus, et qui n'a point apergu Tanalogie 
qui regnoit entre ce point et le centre des mojennes di^ances, ni les 
moyens de dMuire Fun de ces points de Tautre, s'y prenoit d*une ma- 
niöre differente pour construire la valeur de p^f^: if determinoit^ a Faide 
du procid^ de Tarticle?., le point dont la distance a p^ a pour röcipro- 

que la somme des r^ciproques de p^a' et de p*b\ c'est k dära -7p + t^, 

puis le nouTeau point dont la distance k p^ a pour röciproque la somme 
des röciproques du point deja obtenu et du point x:^ c'est - ä- dire 

I7I?,4""7t;+ TZf P^^ ^^^'i car, en nommant Q' le dernier point ainsi 

30* 



iihtenxt, on aura 
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•t par coos^ent fff^ ^=^ mp'Qfx cette m^thoda a^ comme on yoit, Tin- 
GOQV^nient d^exiger Temploi de la rigle et du compas r^unis^ au lieu que 
la pr^^dente n^ezige slmplement que celui de la rigle. 

Mac-Lanrin nomme p^ ^ la moyenne harmonique dee 
segmens f^ü^j p*b\ p* c*,^ • • • •y nou5 pourrons donc dire aussi^ par ana- 
logiei que le point ^\ projection da centre des moyennea distances des 
points (iy h^ €y . . . . txi nombre m^ est lui-mdme le centre de< *mo- 
jennes barmoniques des pomts a\ b^^ c^^ . . . . de la projection^ par 
rapport Ä p* qui repr^sente le point 4 Tinfini de pc; or cette d^finition 
a'accorde parfaitement avec celle de rart4*9 dont eile n'est guire que 
Textension; et, comme ici le faisceau des projetantes ^a'y sb\ sc', 
conserve les m^mes propri^t^s ä T^gard de sp'y sf\ quelle que solt la trans- 
versale p^e\ on ponrra dire encere que la projetante sf' est Taxe des 
moyennes harmoniques du faisceau dont il s'iagit; et cela non d'une 
maniire absoloe^ mais seulement par rapport a la projetante sp' qui^ k 
son tour, conserrera le nom d^axe At$ erigines harmoniques, et 
qui, venant k passer 4 Finfini avec les points, changera ävidemment la 
projetante sf^ en nn simple axe i^s moyennes distanees. 

I6v Les relations qui d^nissent le centre f ' (Fig* 5») des moyen- 
nes harmoniques 4lant projectives (14.) > bu telles qu'elles subsistent dans 
toutes les projections centrales de la figure, on voit que les dtfnitions et 
propri^ös pr^^dentes seront applicables directement k un faisceau quel- 
conque de droites projetantes qui a'appuieroient sur ies po!nts donn^ en 
Ügne droite^ sttr leur centre de moyenne harmonique et sur rorigine r^ 
lative a ce cebtre; c'est-ä-dire que foufe transversale döterminera, danst 
ee faisceau^ ttn nouveou Systeme de potnts qui auronf entr'eux la mime 
eorr^ation que les premiers, sauf le cas ou la transversale sera parallele 
k Taxe des origines^ et pour lequel Torigine ies segmens harmoniques 
passant k llnfini^ le centre des moyennes harmoniques se changera ^i- 
demment en un centre ies moyennes distanees» 

Enfin en voit que si, par rorigine des. segmenf harmoniques de 
phisieurs points situ^ en ligne droits, on mene une droite cu un axe qu^I-- 
conque, et qu\>n abaisse, de ces difförens points et de leur centre de mo« 



yeniies barmeniques des Qrdonn^es rar cet aze, qui soient parallele» en- 
tr^elles^ et 4 un autre aze arbitraire^ celle qui r^ond au centpe de me^ 
yennes harmoniquea^ aera encore la moyenne harmoaiqae de toutea Cel- 
les qui röpondent aux points proposös; propri^tä qui est entiörement 
analogue a celle du centre des moyennes distances» si ce n'est que^ pour 
ce dernier, rörlglne ötant enti^remeut arbltraire^ il en est de mSxne des 
axes de projeetion. 

17. Au surplus^ ob peut partir de Ta d^finition göaörale du Cen- 
tn des moyennes harmoniques^ pour ötablir directemenf ses diverses pro« 
priitiBf Sans reeourir aux considerations pr^cödentes^ qui d'ailleurs nouf 
paraissent m^riter Tattention des g^om^tres. Or cette nouyeüe maniire. 
d*(snTisager la question Ta nous conduire a d'autres rösultats non xnoins 
remarquablea que les premiers. 

Soient a^ b^ c^ d, •m^». (F^S* ^) ^^^ points quelconques^ en nombre 
Mf rang^s sur une mime droite, et p un point arbitraire de cette droite 
pris peur origine Aes segmens^ regardons^ d'apres la rögle de Tart 6^, 
coaime positifs tous les segmens qui sont ä droite de Pf et comxne n4- 
gatifis ceuz qui sont dirig^s dans le sens contrairor Cela posö si Ton 
ckoisit^ sur la droite dont il s'agit^ un point f tei que 



- '+J'+JL+* 
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PJ P* P^ P^ pd 

en attribuant i, cbaque terme le signe qull doit avoir d*apres le sens du 
Segment qu'il renferme, le point ^, ainsi d^termind^ sera unique et le 
oentre des moyennes harmoniques des points Oy by Cy d^ . . . . relatire* 
ment k p% II s'agit, en premier lieu, de prouver que ce point est pro- 
jectify c^est»a-dire tel qu'en le mettant en projection^ sur une droits 
quelconque p'd^ et k partir d^un point arbitraire ^ de Tespace, anssi bien 
que le systSme de tous les points que Ton ccmsidere sur pdy H relatiea 
ci-dessus aura toujours lieu eatre ces diff^rens points; 

Four y parvenir neus m:ettrons cette relaticn sous^ fa forme sui* 
Tante ^ afis d'en mieuz Studier ses propri^äsr 



Mais 
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^onCt Bubstituant «t supprimant le facteur pf coromun a tous les }ermei^ 

il Tiendra 

_ 13_ *Ä+ £S + ^ ^^^ ^ 

ap b]^ ^ cp ^ dp ^ ^ 

^auation dans laquelle les termes oigatifs prorienDent oniqutment des 
points a^ b, Cf . • . • qu*on a supposös a gauche de f. Mais^ d'aprÖ5 la 
ri^Ie de signes admise ci-dessiis pour la d^finition da point f, chaque 
terme devra conserver le Bigne qu'il a actuellementi ou en changer^ seien 
que le point a^ b^ c, . . . . auquel il se rapporte sera a droite ou ^gauche 
du point ps donc T^quation ci-dessus pourra dtre remplac^e g^nörale« 
ment par cette autre 

fL2+*5+£? + ^ + elc. = 0, 

ap * bp * cp * dp * ' 

pourvu que^ dans chaque position des points du Systeme, on attribue le 
signe -|- ou le signe — ä un segment quetco.nquey seien qu*il est situö 
sur la drdite ou sur la gauche de celles des origines p ou f k la. quelle^ 
il se rapporte > ou ce qui revient au mdme et ce qui est plus simple en- 
coro, pourvu qu'on attribue .a. chaque terme de la relation ci«dessu8 le 
signe 4" ^u 1^ signe — ^ Selon que les deux segmens qui j entren^ sont 
dirig^s dans le m&aie sens ou en sens contraire, par rapport a celui des 
points ^, bj Cy . . ^ .. qui leur esl commun. 

D'apres cela^ on pourra önoncer ainsi d'une mani^re g^nörale la 
rilation dont il s'agit: 

L'origine p et le centre ^ des moyennes harmoniques 
d*un nombre quelconque de points Oy b, c, d^ . . , . rangös en 
ligne droite, sont tels que, si Ton prend siiccessii^ement le 
rapport des disti^nces de chacun de ces points a f; et ^7»^ la 
somme de tous ces rapports s^ra nulle, en attribuant I9 signe 
4- ou le signe — a un rapport qtielconque, selo.n que le po.int 
correspöadant est situö sur Tun des prolongemens de la 
distance p^f ou entre se% extr^mitös. 

18. Cet önonc6 n*e8t ävidemment que Textension de celui qui se 
rapporte au cas partioulier de Tart. 1. d'ou nous sommes partis, et dans 
le quel ou ne considere «que deux points c et 6; prouvons maintenant 
qu'il s'applique' a toutes les projections de la figure faite, d'un point quel- 
conque s de Tespacoi sur une droite arbitraire p'd' du plan ^pd^ et par 
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confiöqtreM qu'il en wt de mÖme da la relation (17.) iioii pout som- 
mes partls. 

En effet, d'apris ce. qui a ii& ^taWi art 9. et suiv. J* Träiti 

des propri^t^s projectiveB^ oo: a^ en nommant P la perpendi- 

culaire abaiasöe de s 5ur /»cf^ et Pf t/y a, b, c^ . • «. ^ - les projetantM 
spp Sff sOy sby sCf » • » • »y. 



•- « •> 



ap:=£sin(asp)^y bp = sin(bsp)^y cp^zsinicsp)-^,. 

Donc en sustituant ces expressiona dans- la derniire relation ci-dessus^. 
et supprimant les facteurs^ communs^ k tou» les- termes^ on aura la nou-- 
Teile relation 



sinn 






sinasp ' siafrsp ' sincsp 

qni exprime qu'il j a entre les sinus des angles projetants- Ta m^me re- 
lation qu'entre les segmens qui leur correspondent respectivemenU Or 
de la on conoluf ais^ment^ et par r^ciproquey. que^ cette relation ayant 
lieu pour le faisceau dee droite» projetantes^. il faut nöcessairemenfi qn'elle 
subsiste entre les segmens d'une transrersale quelconque p^d^ prise pour 
aze de projection des segmens^ dono enfin la relation examrnde est de 
sa nature projective^ ainsi qtill s'agissoit de le dömonirer directement} 
c'est<>ä-dire que, dans le faisoeau ci-dessus^ les projetantes spet Sf sont 
des axes (15.) d'origineff et de m^oyennes- harmäniqueS' relative- 
ment ä toutes les autres« 

19« Remarquons en passant que, quoique Ta relation examin^e en 
demier lieu^ subsiste entre les* sinus des angles* projetans des^ diffSrens 
segmens qui y entrent^. on ne sauroit pourtant en conclure que celle 
d'oü nous sommes partis (17.): jouisse de la m&ne propri^tö^. or> je dis 
que cette demi^re relation aura encore Heu de la m^me manii^re> non 
plus entre les sinus des angles projetans^ des- diff£rens- segmens^ mais en- 
tre les tangentes trigonomötriques de ees; angles >. c'est-a-dire qu'ön aura 

m 1 .. i . 1 



+ r:i:fzr:5:.+ .Trfir7^ + 



t^^SF^T tongprsa tang/r^fr' innt^psc 

£n effet, la relation dont il s'iagit öfant projectiTO d^apres^ ce qui pr^cede, 
derra subsisfer- pour une transversale />'d' perpendiculaire ä la proje- 
tante sp du point />, mais les segmens p'f^r P'^'^vV^^^'rp'<^'\ de 
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cilti transversale^ sont ^Tidemmeiit tlors proportioDBels aux tangentes tri- 
ipnomitriqaee des angles projetants qui leur correspondent req^ecdv»- 
mtiit} 4oiio la relatioii ci-dessus a lieu tntre oes tangenteSt comme il 
f*agissoit de le dömontrer, et comme il seroit facile de r^tablir de p!u- 
aleurs aotres manieres. 

20. La transformation qne nous ayons fait subir^'art 17. , & la 
rdati^n qui d^fioit le centre des moyennes harmoniques» n'est pas la seole 
qmi puisse lui conyenir, et il en est d'autres qai ne sont pas moins di^es 
de remarque» et qui sont tout aussi g&a^ales. 

En effety seit A un point quelconque de la direction de pd, pris 
pour neurelle origine des segmens, servant a remplacer rorigine p, on 
aura identiquemani 
pü — pfz^Ja-^Af, pb — pfJszAi^^Af, pc-^pf=:Ae — Af, 

pd — pc^s^Ad^^ACy . . . • 
pennru qu'on regarde comme positifs les segmens des points plac& a la 
dit>ite de A^ et comme negatifs ceuz des points placds k la gauche de ce 
point; donc en aura aussi 

J L = f^-Pg CS Aa—Aq _ Am Aq J^ 

Pf j»a p«.p9 P«-PJ P«-F« F» *?•* 

1 1 Ah Aq t 1 i _ jic Aq i , ^ 

pq p* pb.pq pq ph' pq pe pc.pq pq pe ^ 

d'oü, en substituant dans la premiere des transform^s de Tait. 17. , et 
multipliant tout par pf^ 

Aa I Ah , Ac I Ad . ._ j / 1 i !• ■ 1 ■ ^ \ mjiq 

p« ph * pc * pd ■ ' \pa ■ pi • pc • / pq 

relation qui est assujettie a la m^me regle de signes quo celle de Ten- 
dreit cili, et qui, de plus, la renrerme comme cas particnliery puisqu'elle 
redoone celle -ci quand on y suppose ^f = o« ou quon suppose le point 
A em f. En admettant m^me que Torigioe arbitraire A seit a rinfini, 
les segmCns infinis deraat etre censes ^gaux, disparaitront comme 
facteurs coramuns a tous les termes, et Tod retombera sur la relatioa 

pa • ph • pC ■ pj ' ' pq* 

doü nous sommes parti$ en premier lieti. 

Mais U r^latioR generale obteace en demier litu. condait ä beau- 
coop d'autres reUtions sembUbles« seien cuon suppose le point A pUee 
ea a ou & ou r . • • .^ par exemple: si «ic =o, on aura 
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-L£f«i» + ££ + !!<+ etc., 

relatipn dans U quelle il faudra avoir ögard k la r&gle de signes pos^ 
ei-devant^ en re^ardant ü et /» comme les origines des divers segmens. 
Elle deviendroit de mömey pour ^6 = 0, ^cs=0^ eta 

mhq hm i ho m hd • 

pg pa * pc ' pa ' 

=l£S=:£f + £*+£|4.etc 

pj pa • pft ' pd » 

d'oü Ton en d^duiroit une infinit^ d'autres. 

Ces diverses relations, 7 compris celle d'oü elles d^riventi satis- 
fbnt toutes auz conditlocs indiquäes art« 18. } donc, non seulement elles 
sont projectiresj mais eDes ont encore lieu d'une mani^re semblable en- 
tre les sinus des angles projetans ^i r^pondent auz diffSrens segmens. 

2U Ce qui pr^ide suffit pour faire apercevoir que le point 7, 
DU le centre des moyennes harmoniques de points rangds en 
ligne drolte, offre» dans aes propri^t^s, Tanalogie la plus grande arec oe 
qua Ton nomme le centre des moyennes distances de points pa- 
reils} pour la mettre dans toüt son jour, il ne s^agit ividemment (14.) 
que d*examiner ee qui arrive dans les reiations ci^dessus, pour le oas o& 
Ton suppose le point Pf qui sert d'origine auz segmens harmoniques» situi 
a rinfini sur ad. Mais alort tous les segmens qui oe comptent de ce 
point» sont infinis et doivent dtre censös ägaux comme ne di£P<Srant en- 
ti^euz que d*une quantitä finie; donc la relation ginörale trouv^e ci-dessus» 

VftJTq ^^^^ JlfM. 1^ Jih I ji.c I jrd \ 

— — — ^— -f- «. -f- — "• "t" • "f- etCa « 

pg pa ■ ph ■ pc ■ pd ■ ' 

se r^duira simplement k la suivante 

mAii = Aa'\'Ah'\'Ac'\'Ad'\-^ etc., 
dans laquelle les differens termes devront» d'apres ce qui pröc^de» dtre 
affect^s du signe -{" ou du signe -^» selon que le point auquel ils se rap- 
portent sera a droite ou k gauche de l'origine A des segmens» et qui aura 
lieu quelle que seit la position de cette origioe relativement aux points 
donn^ a» 6» c» • . . . } or on reconnoit ici la propriötö caract^ristique de 
ce qu'en nomme le centre des moyennes distances. 

De plus» puisque la relation gönörale ci-dessus est de sa natura 
projective» on voit que Tun de oes systdmes pourra toujours dtre enyi- 
sag^ comme la projeotion centrale ou perspective de Tautre» ainsi que 
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otla a ii]k M iuhli d'une aianiire diffirente art. 14. et 16^ de ce mö- 
moire. Oo peut d'ailleuriy oomme on va le Yoiri partir directement de 
la difinition particaliire du centre dei moyennefl distancefl pear en d4- 
duire oellei beaucoup plua g^n^rale, qui convient an oentre des moyen* 
nes harmoniques. 

En effety ai nous oommons p le point ä Unfini de ad^ et f le cen- 
tre des moyennes distances des paints a, b^ c^ d^ . . . ., noaa pourrons^ 
d*aprÄa le raisonnement d^]4 dtabli ci-dessusy mettre la relation particu* 
Höre qui difinit ce oentre f, saus la formole g^odrale^ 

pq P^^ pff • P^ ' pd 

er cette relation» dans Ta queDe les aegmens qui se meeorent du point pf 
•ont infinia et ^aux, aatiafait aus cenditiena indiqitdea art. 18.; dono die 
aura lien ik la foia pour teutea lea perspectiToa du ayatönie propoaö rar 
des droitea arbitrairea^ et par cena^quent, dana cea perapectiTes^ le centre 
des mojenQes distancea doTiemdra le centre des moyennes harmoniqnee» 

^* Supposons maintenant que» dana f^qnation f^n^rale relatiine 
au centre des moyennes karnMniqnes f , les segmens relati£i ä ce oentr« 
deriennent infinis, ea si Ton Tout, supposons le point f a Hnfini, ce qn'on 
pent toujours oblenir en naettant In fifore en projection sor nne droite 
quelconque paraU^e i la projetante de se peint^ le rapport ies segmena 
infinia ^f> pf devenant l*nnit^» fon aora poor difinir alors le point cor- 
reapondant js la neaTeOe relatien 



p^ p^ r^ p* 

Mais roripne j4 dant enti^ment arbitraire, on peot ^galemeBt 
la sappeser ik ) infinit confbndne aTec f , ee qni r^uit U relation ci^dea- 
SM a la soiTante^ 

P^ P^ P^ ^ Pd ' 

eü snpprioEMMit Ise faelenrs eu ssfflMns dganx et infinia; er» mmB cette 
feritte» db est nne eouequence trea simple ^ calle d^en ne« aomnoMe 
partia (170 paar la ddhutie« dn centre f dee OMyennea b a im sni qte 

On Toit, d^apria cela^ qne ha peinta ^ et f ne aant paa rtei p fe qn a s» 
et ne jenweent paa estr eu den mtanaa prepnMs n Tif^ dca peinta 

a» Iw r» if» cettnae atMbhieit rindiqner le cna partkulier ei naa 

der n ier a patnts se«l eni nsmbis de denx aesiement (6^)t ansai amtn-t^ 



qotf bien qo'il n0 corresponde nöcessairement qu'an Mul point f, ou qu^un 
seul centre des moyennes karmoniquM relatiTement a un mtaie poiirt p 
prif ponr origine (14.) 9 et auit m peiDto donn^ a, b, e, d^ • • r .^ cepmi- 
dant ii eziste, en g^^al^ m — l peinU p röpondans ,k an mAme fk^int ff 
choiai k volonte, et auc m poiats donn^ o, bf Cp .... Ceit ce qu4I ee^. 
en effeti aia^ de d^montrer, aveo ou saM calciil} mai^ comme cette d^ 
monftratioD exige des d^yeloppemens qui ne seroient pas ici 4 leur plaoe^ 
nous neos abstiendroasi pour le moment, de la donnery en renToyant le 
leoteor k nos prochains m^moires. 

23* Avant de termiaer ce snjet^ nons remarquerons qne les diver- 
ses transformations que noua avons fait snbir k la relation du No. 17. , et 
qui ezpriment autant de propri^t^s du centre des moyennes harmoniqaes^ 
sont uniquement bas^ sur ce qne le nombre m est pr^isement ^gal a 
celui qui marque le nombre des points donnös a, bp. c^ . ... Pour toute 
autre valeur de m, ces transformations seroient öridemment impossibles» 
ou du moins on seroit conduit k d'autres r^ultats^ et la relation cess«roit 
d'dtre projective sous sa forme actuelle. Dans ees mömes circonstances, 
pour construire le point ^ d^fini par cette relation^ il faudra nöcessaire- 
ment faire usa^e de mesu res gradu^es ou du compas, tandis que la 
construction du centre des moyennes harmoniques n'exige^ comme on Ta 
fait Yoir (14.), que Tusage de la r^gle seule. 

Supposons, par exemple, qu'il sagisse de construire le point Q (Fig. 6.) 
tel qu*on ait, en ögard a la rigle des signes ^tablie ci*dessus: 

n itant un nombre qudconque» On pourra d^bord construire arec la r^gle, 
le centre des moyennes harmoniques ^ des points donn^ a, b^ Cp d, . . . . 
par rapport k Vorigine ps ce qui donnera, m ^tant le nombre de ces points 

^ 1 I 1 I 1 ■ 1 I 

P? P^ ' p6 ' pc ■ pd ' ' 

d'oü 

-75 = — et pQ = —pQf 

pQ pq ^ ^ m^^' 

expression qu'on ne pourra construire qu'a l'aide de mesui»es gradu^es ou 

du compas. 

II est Evident qu'on pourroit aussi op^rer directement^ comme il a 
^6 indiqurf art 15. 

31* 
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24. Ell g^n^raly une öquation dont les deuz membres seroient 
compos^ft de la somme d'une suito de r^iproques atsujettSes k ta ri|^ 
de signes pos^e ci*de8sus^ et d'ailleurs multiplides par des coefficiens 9U« 
möriques quelconques» sera ou non projectira $ous sa forme actuellet et 
appartiendra ou non ä la göomitrie de la rögle, toutes les Bois qne 
la somme des coefficiens numdriques relatifs 4 chaque termef sera^ ab« 
straction faite des signes de position^ ou ne sera pas la mdme de part 
et d'autre. 

Pour fixer nos iddes, supposons d'abord que Ton ait entre les points 
Pf ff Op bf Cp • . , . (Fig. 6.) la relation 

— ! ! ! -SS f- — £- -4- V* etc. 

pg pa po ' po ' 

dans laquelle m, m% mf\ . » • • sont des coefficiens numdriques qad- 
conques^ positifs ou ndgatifs^ mais inddpendans de la position des points 
üp hp Cp • . . . fp k r^gard de p, cette öquation dtant d'ailleurs assujettie 
k la r^gle de signes posde art. 6., eile se changera dvidemment en ces 
deux autres, par ^%% transformations analogues d Celles ^^t No. 17. et 20. t 

2 + . ^ + * + —- — * + etc. = 0, 

an ^ hp ^ cp • dp * 

pa • p6 ■ pc • pd ■ ^ ■ /pj ' 

^ ^tant une nouvelle origihe quelconque; et r^iproquement^ de celle-ci 
•n pourra conclure la relation primitire. Mais ces relations sont pro* 
jectives (18.) , donc il en sera de m^me de la primitive} je dis en outro 
qu^elles appartiennent k la gcomdtrie lindaire ou de la rögle. 

En effet^ au moyen de la r^gle, en trouTora (t2.) le point x de 
nh tely qu^en supposant üb divisde en m-\^mf parties baraioniques par 
rapport 4 /r, üx en contienne m' ^\ hx^ m: w wl aiura^ d'aprös Tart. 9.^ 

wt-p Ttt ^ vt f Hftr 

psc pa p* * 

Pareillement on trourera avec la rögle^ sur ex le point m^ qui 
r^pond ä la m* partie harmonique de cette distance supposde en confenir 



m+n^+n^' _ 


"* paß ^ pcf " 


- — JL — ^^'* 
"" pa"^ ph ** pc 


poe' "" 



et ainsi de suitew Done on arrivera k ua dernier point de division X tel 
qu'on aura: 
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m+m^+mf^^...^ J2i t >*' j. »*'' i. 

«t qai ne $era par cons^uont qae le point ^r lai^möme, le quel 8e tronr- 
Ten ainsi construit linöairement ou aveo la rigle seule. 

25. Supposona maintenant (Fig. 7.) qa'on ait la relation harmo* 
nique quelconque 

rdatirement 4 dea poiots a, b, c^ . . . ., f, r, s sitnis en ligne droife» 
et i Forigine p des aegmens harmoniques. 

Dapr&s C6 qui pr^^de^ on pourra d'abord remplacer tous les poinff 
^ A, Cf m . % . par un point X^ coMtructibla k Taide de la r^gtey et tel 
quVm äit 

m'^'m^'^m'^'j^..^. — . JIL J- -2- ^ — ^ 

pX *^ pa^p&'po T'-'-y 

OD en trouYera^ de la mime maniöre, un autre T tel qu'on ait 
denci d'apr^s la relation propos^^ il yiendra 

pT ™ pX • 

Si donc Ä + ^'4''*"'4*** •• ^= ^"I*''''+^'+ •••• J® point. X 
devra ae confondre aveo le point Yf et parcons^quent la relation d'oü Ton; 
est parti, appartiendra nniquement 4 la g^m^trie de la r&gle et sera 
d*luUeurf projectire d'aprds ce qui pr^cide> tandis qu'elle exigera^ pour 
6tre construite, la r6gle et le compas dans tonte autre supposition«^ 

26. Ces direrses eensidi^rations nous permettent de gdn^raliser Ih 
dtf nition du centre i^B moyennes Barmoniques^ ä peu pres comme Tont 
döjä fait MM. Carnot et Simon L'bnitier de Genive^ k Ngard du 
eentre iM mo jennes distances : en posan^ par exemple^ pour la d^finitiea 
de oe point^ T^quation 

pq pa * pb ' pc 

f ponrra encore dlre appelö le centre des mojennes harmoniques 
^ Cp b, Cf 4 ^ . relativement k Pf mais pour des ooefficiens num^riques 
qveloenqoes positifs m^ m\ tn\ r » • # Quant au cas> oü quelques uns 
de oes coefficiens seroient nögatifs indöpendamment des signes de posi- 
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tion des segmens auxqud« ib §e rapiK>rtentt on pourroit nommer le poiat 
icorrespondant f i'ex*4^eBtre des mojennes harmoniques, comme 
Ta fait^ d'une nianiire analogue^ Mr. L' hui Her pour le cas des sim- 
ples distances. En effet ^ la relation ci - dessus conduisant a cette antre^ 
d'aprÄs ce qui a iili obsenrö plus haut (24.), 

(^m + m'+m'' + ....)^ := ^!^+ ^^Ü^^AE^ etc., 

\ * I ■ FJ P^ P* * pc * ' 

4>n retembera directement sur les d^finitions du centre et de rez-cen- 
Ire des mojenues distances, döfinis par M. L'huilier, en supposant (21*) 
que le point p passe k rinfioi. 

27. Je orois iuutile de pousser plus loi» ces rapprochemens en- 
tiireoient analogues k ceuz qui ont M ötabliSf dans ce qui pr^cMe, pour 
le cas particulier oü les coefficiens m, m'^ mf'y .... sont simplement ögauz 
a Tunitd} et je ferai seulemeut remarquer que les diverses d^finitions et 
propositions Stabiles jusqu'i pr^ent, pour ce cas particulier, doiTont €^ 
tendre, de la mime maniöre, au cas gönöral: ainsi, parexemple, le point 
p sera toujeurs Torigine des segmens harmoniquesj et si, d'un 
point quelconque ^ de Tespace^ on m^ne auz difförens points que Ton con- 
sid^ des projetantes 4p^ sf^sa^sb^sc^.... Celles qui appartiennent 
^a /f et a ^ deyroAt continuer k s*appeler (15.) les azes des origines et 
des mojennes harmoniques de toutes les autree etc. 

Dans le paragrapba soiTant, xo mon^rerai comment on peut dten^ 
dre toute cette doctrine du centre des mojennes harmoniques, au cas ou 
Pen consid&re des points quelconques situ^s dans un plan ou dans Tcspace. 

Du oentre d^s moyeniies harmoniques d*uii systöme de points 
qvelconques situ^s ou non dans un möme plan. 

28. fious nTaTons en^^ro ctiiivisag^, jusqu'apr^nt, que les pro* 
priM^ relatiyes au centre des iiiojesPüDes harnAoniquea de points rang^ en 
ligne droite; mais ce que nous ayons dit pour ce cas particulier ya nous 
conduire^ sans peine^ k ce qui conceme le sjst^.me d'un nombre quel* 
conque de points situ^s a yclont^ sur un plan ou dans Tespacej car tout 
consiste simplemant ä partir de la dcfinition ordinaire du centre des mo- 
jennes distances pour en d^uire^ ä Taide de la perspective ou projection 
centrale, celle qui couTtent au centre des mojennes harmoniques en gd* 
ndral, et mdme les direrses propriötös qui peuTont lui appartenir« 11 est 
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mAmAn d'aiUeurs quo, dans tout oe qui va «uivre^ le centre des mojea» 
aes distances et oelui de9 moyennes harmonique» aeront pris i^ir rappoit 
k des coefficiens num^riques quelconques^ r^pondaas respectivement aus 
points proposös suirant les d^fiiiitions admises No. 26. 

Considörons d'abord le cas oit le Systeme des points proposä 
J^ Bf C^ D^ . . . . {Vif;. 8.) appartient k un mdme plan, et sott Q le 
centre des mo jennes distances de c^s points : Tune des propriöt^ essen« 
tieHes du point Q c'est que, si Ton fait la projection du Systeme sur une 
droite arbitraire Ai^, et par des paralleles Aa^ Bb^ Ccy . . . . k wk axe 
quelconque, la projetante (7^ de Q, sera Taxe des moyennes distan- 
ces (15* et 27.) de celles des autres points du sy&tdme, de sorte que, pour 
la transTersale arbitraire bd^ le point Q qui appartient k cet axe, sera 
le centre des moyennes distances des points Oy b, Cy d, . . . . relatifs auz 
diverses projetantes, ou, en d*autres termes, il sera (21.)^ P^^ rapport au 
point k rinfini de bdy le centre des moyennes harmoniques, de ces md-^ 
mes points. 

Cela pos^, Yoyons ce qui se passe dans la perspective de la figure 
sur un nouveau plan arbitraire: tout systdme de projetantes parali^Ies- 
jta, Bb, Cc, . , . . sera derenu (Fig. 9.) un faisceau de droites conver»» 
gentes en un mdme point S, et tous les poivts de concours S seront rang^s 
sur une möme iroite PS, projection ou perspective d« tous les points» 
k rinfini du premier plan (Traitö de propriöt^s projectives, No» 106.) r ^^ 
point p ou la droite PS ira rencontrer la transversale arbitraire bd qui 
lui correspond, repr^entera donc aussi le poüit k llnfini de bd dans la 
figure primitive 8., de sorte que le point f sera devenu (26.) le centre 
des moyennes harmoniques des points a, 6^ (t, . • . • par rapport k /h 
Mais la droite bd est arbitraire;. donc, pour tout faisceau de projetantes, 
semblable ä celüi qui pr^Me,. ta projetante SQ de Q sera (27.) Faxe des 
moyennes harmoniques de Celles SA^ SBy, SC, «. r .. . des points propos^,» 
par rapport k la droite invariable SP^ q[ui, ici,. sert d*axe cömmun^ des 
origines. 

29. D'^apr^s ceta, on peut dire que te point Q est le centre des 
moyennes harmoniques its^ peints propes^s Ay By Cy . ^ . ^; et eela 
non d'une maniere absdue,. mais seulement par rapport är la> droite par- 
ticuliire PSy qu'on peut appeler Taxe des origines harmoniqueSb 
Or il s'agit de prouver maintenant fu'iitt BjB!tkm% ^elconque de* peints 
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Af By Cy . . . ^ (Fig. 9«) ötant ionni sur un pUn^ aussi bien qii'aiie dfoito 
fS priae pour axe des origiiies harmoni^esi oa peut toujours ddterminep 
Uli point Qy et seulement an point Q, qui jouisse» par rapport 4 cette 
droite, des propri^tes qui Tiennent d'ötre examin^s, ou qui soit le.oentro 
des moyennes harmoniques iiW points proposds A^ B^ C^ • ^ . . relative* 
meiit a cette droite. 

Qu'oD mette^ en effet, la figure en perspectiye sur un plan quel- 
conque parallele k la droite PS^ c*est-ä-dire tel que cette droite passe ä 
rinfini dans la nouvelle figure} il est clair^ d'apr^s ce qui pröcMe, qae 
s'il existe, pour la figure primitive^ un ou plusieurs points qui soient A^B 
centres de moyennes harmoniques par rapport aux propos^ et k PSp 
fous ces centres devront se changer a la fois , en des centres de moyen- 
nes distances pour la nouvelle figure} mais un Systeme de points quel- 
conques ne sauroit avoir plus d'un centre de moyennes distances, et pos- 
sede cependant toujours un tel point; donc pareillement le systöme de» 
points proposös a toujours un centre de moyennes harmoniques par rap- 
port a une droite donn^e k Tolont^ sur son plan, et ne sauroit ayoir 
qu'un seul point pareil pour chaque position donn^ de cette droite , ce 
qui donne lieu a la proposition suivante. 

Une droite, prise pour aze des origines, dtant donn^e 
a Toloate dans le plan d'un systdme de points quelconques^ 
il existe un autre point et seulement un point, qu'on peat 
nommer le centre des moyennes harmoniques des premiers 
par rapport a la droite proposee^ et dont ia propriöt^ est 
teile que, si d'un point quelconque de cette droite, on m^ne 
des projetantes aux points donn^s, Taxe (27.) des moyennes 
harmoniques de toutes ces projetantes, par rapport ä la 
droite donn^e, ira toujours passer par le. point fixe ou cen- 
tre des moyennes harmoniques dont il sagit« 

30. Les propri^t^ ci-dessus du centre des moyennes harmoni« 
qaes de points quelconques situös sur un plan, se rapportent ^yidemment 
(24.) ä ceHes que nous avons nomm^es projectivesj donc si, d'un point 
quelconque de Tespace, on fait la projection ou perspective de la figure 
sur un nouveau plan quelconque, le centre des moyennes harmoniques 
des points proposös ne cessera pas d'dtre un centre de moyennes harmo- 
niques en projection, par rapport a la droite qui repr^sente Taxe des ori- 
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gines btrmoniqaes i,n premier systdme j op pourra dono dire aujai qae^ 
dana reapace» k projetante de De point eit rasendes moyennes 
harmö.aiqiies dea projetantes qui appartiennent anx points propos^ et 
oela non d*une maniöre absolue, mais relaÜTement au plan projetant 
de la droite d*0i^ se.comptent les segmeiMi harmpniqaes, plan qu'on peut 
mussi Dommer pour.cette raison, plan dea erigines harmoniqiies. 

Ces d^finitions sont ^yidemment dea eiktensiona de oelles de farL 27. 
relatives aux 'faisceauz de droites conTergentes traoi^ dana nn mörne 
plani et alles donnent lieu a ränoncä qui suit: 

Un s.ystdme de points quelconques ötant situ^ dans 
un mdme plan, et un plan queloonque ^tant donnö ä Tolontä 
dans respace, si, d'un point choisi arbitrairement dans ce' 
dernier plan, on mine des droites ou projetantes aux diff^- 
rens points du premier, puis qu'on d^termine^ par rapport 
au second plan considör^ comme plan des origines, Taxe 
des moyennes harmoniques de oes droites, tous ses azes sem« 
blables iront passer par unn^me point, qui sera(29.) le oeh* 
tre dei^ mpyennes harmoniques des propos^s, relativement k 
la droite d'intersection de son plan et du plan des origines« 

31* Maintenant il ne nous sera pas difficile d'^tendre ces consi«» 
d<^ations au cas oü les points propos^ ^, B, C, D, «. • , . (Fig. 9«) au 
lieü d'ötre sur un m^me plan, sont situös d'une mani^re queloonque 
dans respace. 

Remarquons d'abord qu'un Systeme pareil a toujours un centre de 
moyennes distances et n'en a qu'un seul dont la propri^t^ est que, „si 
„ron projette par des paralleles quelconques, tous les points pro- 
„pos^ sur un plan arbitraire, la projection de ce centre sera encore le 
H centre des- moyennes distances de la projection des autres points du 
„systöme; o*est-a- dire que la projetante qui lui est relative sera Taze 
„des moyennes distances de celles des autres points de la figure.'^ 

Mais, d'apr^s les principes que nous avons ^tablis dans le Traitö 

* 

des propriöt^s projectives (Supplement No.S. 6* et suiy.), la figure 
qu'on vient de considörer peut toujours ötre cens^e la perspectiv een 
relief d*une autre, dans la quelle tous les points k Tinfini de Tespace^ 
relatifs k la premi^re, sont remplacös par ceuz d'un plan unique^ de 
Sorte que les diff^rens faisceauz de projetantes paralleles de cette figure, 
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spnt dayeiia«» 4ea faysoeaux de droitcis convergeaats en des point» de C9 
plan*. De pluu^ dan« li| nouvelle figure» leg centres et a^res de moyeimes 
distances sönt deyenua ( 30« ) des centres et axes de moy ennes barmoni- 
quea par rapport au plaa dpnt il s'agU ou aux droites qui le eoncernent^ 
et d'un autre odt^, qu^a que seit U situatioo d'un plan ä T^gard dHin 
Systeme de poiiiits quelconques donn^ dans Tespape^ on peut toujours» d!a- 
prös les prinpipes cit^^ considörer ce Systeme comme la perspective ea 
relief d^un autre pour lequel le^ plan dojit il s*agit est pass4 ä rinfioi; 
donc enfin: 

\\n syst^iQe de points q^uelconques, et un plan ötant 
donn^s daiys Tespace» il eziste toujours. un autre poiut ^t un 
seul point^ qu'on peut nommer centre des moyennes harmo- 
nifues des proposös par rapport au plan que Ton considire 
en particulier^ et dont la propriitö est teile que^ si on le 
projette ainsi que tous les. proposös sur un nouveau plan ar* 
bitraire et a partir d*un poiat quelconque du premier pris 
pour centre de pro]ecti;on^ 11 denieure dans cette projec.tion 
un centre de moyeaaes bar9ionique relatiyement ä la droite 
d'intersection des deux plans; c'est-ä-dire que. 1^ projjetante 
qui le renferme est (30.) Taxe des moyenes barmoniques de 
tQutes les autreSy relatiyement au plan qui contient tous lee 
centres de projection, et qui est encore ici le pian des 
origines harmoni^ues. 

32. S'il ^toit permis de se servir du compas ou du tracö des par- 
allölesy ce qui pr^^de montre asses comment on doTroit opdrer pour ob- 
tenir le centre des mpyenaes barmoniques d'un systöme de points 
qyelconques situ^ dans un plaa ou en g^n^ral dans Tespacej car^ en 
Ddettaat le systdaie de ces. points en. perspective de fa^on que la droite 
ou le plaa des origines. barmonj/ques» ^'on s*est donn^ arbitrairemea^ 
passe a Tinfini» tout reyiendrait a d^terminer le centre des moyennes di- 
stances des points de la nourelle figujee et & le projeter sur la prämiere. 

Mais» si l'oa veat simplement opörer avec la r^gle> il Sfiiudra s'y 
prendre d'une autre maai^* 

Par exemple, si leflk points proposös A^ By C^ D, .... (Fi^. 9.) aont 
dans un möme plan^ ain^i que la droite PS qui sert d'origino anx 
segmens barmoniqueSf il faadra, de deux points diffdrens Sf S* de ootle 
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Mi^ite^ foire ia pei^qp^ctive on projectaion centrale Mes prajMBtü iUt deux 
droites arbitrairss telles que pd par exemple; cherchant ensttite^ )>äk' les 
pro€Öd^ du No.24»^ et pour chaq^M droite pdj le centre des luojennea 
hariüoiiiqued f des points a, b, c^ d^ . • . • de la proj^tioa^ et cela par 
rapport an point p qiri appartieat 4 Faxe PS des origines faariiaom^pMs^ 
les projetantes yS des cimtres parCiels ainsi ebtemiSy iront se couper üu 
centre unique (29.) Q des moyennes iarmoaiques que Ton chercbe. 

'Si les points propos^ j/^ Bj C, . . m 4 ötoient situ^ d'une mani^re 
quelconque dans Tespace^ il suffiroit^Tid^mment de remplacer, dans les 
Operations ci*dessus> Taxe PS des origines harmoniques et les transver- 
sales arbitraires pd par diss plans. 

33« . Hais on peut aussi op^re^ directement sur les points propos^^ 
Sans l*eoourir ä la projection^ äinsi que oela se pratique lorsqu'il s'ai^it 
de trouver le centre des moyennes Jistancesj et cette möthode aura en 
mSme temps Tavantage d'Stre plus exp^ditive que la pr^cödente« 

Pour cela, il suffit d'obseryer^ d'apr^^ ce qui pr^c^de^ que Tun de 
ces systimes peut toujours Stre envisagö. comme la perspective de Tau« 
trOy et qu'il n'y a de diff^rence entre eux^ qu'en ce que, pour le cas des 
moyennes ilistances> le point^ la droite, le plan qui servent d'origine aux 
segmens harmoniques > sont situös enti^rement a Tinfini, de sorte que 
les systdmes de lignes qni y convergent sont des syst^mes de paralleles, 
tandisque les divisions harmoniques sont remplac^es par les divisions en 
parties Egales, et vice versa pour Tautre systdme de points. 

Soient, par exemple, ^, B, C (Fig. 10«) trois points quelconques, 
dont il faille trouver le centt*e des moyennes harmoniques P^ rapport 
a la droite M^; on se rappelerä que, dans le cas ou la droite PP^ est ä 
rinfini, et oä le point Q dävient (Fig. 11.) le centre des moyennes di- 
stances de ^, B, C, on n'a qvCk prendre les points milieux ^, i/'y tj" des 
cdt^s du triangle ÄBC^ et 4 joindfe par une difoite chacun de ces points 
au sommet oppob!,^ du triangle j car ces breites donneront, päir leur croi* 
sement, le point Q denvandö« Op<6rant donc d)B la m6me niani^re sur le 
triangle proposö ABC (Fig. 10.), en prenant (2. el 7.) potir les points 
^, iji\ 9^^, les centres de moyennes harmoniques des coüples de soihmets 
correspondans, et cela en choisissant pour origines respectites des seg* 
mens harmoniques les poiirts P, P^ P^\ oü les cdt^s dti triangle ABC 
vodt rencontrei* la droite PPy le point Q^«ainsi coastmit, sera le cen- 

32* 
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tre des moyeimes harmoniquM dts fommetf ji^ Bp C par npport k 
eette droite. 

34v* Pour le oas de qnatre points Jp B, Cj D (Fig. 12.)^ dont on 
Teul ayoir le oentre Q des moyennes harmoniqaes par rapport ä la droite 
P'P'^ on prendra ces points pour les sommets d'an qnadniatire jiBCD, 
dont on prolongera les cdt^s jusqu^A la droite PP'^; on d^terminera en- 
suite les centres des moyennes harmoniques f, f% f'% f'^* des paires de 
sommets appartenans ä chaque 0010, et cela relativement au point de renr 
contre de 00 cdtä et de la droite P^P^'i joignant ensuite* ceuz de ces cen- 
tres qui se trouvent sur les c&tia opposds du quadrilat^re 9 on aura les 
droites ff^\ ^f'^^ dont Tintersection Q sera le point demand^; car c'est 
ainsi qu^on op^reroit si la droite P^P^% passant k Tinfini^ il s^agissoit de 
d^erminer le oentre Q iiea moyennes distances des points u/^ B, C, D. 

On pourroit d'ailleurs remplacer le quadrilat&re ABCD par tont 
autre qni auroit les m^ta^B sommets j on pourroit aussi cKerclier le cen« 
tre des moyennes harmoniques de trois quelconques des points proposds^ 
et le joindre au quatriime par une droite qui devroit renfermer le point 
cherchä etc.} dans tous les cas on obtiendra un point unique Q» comme 
cela a lieu lorsqu'on suppose Taxe des origines P*P*^ k Finfini. 

35. Si Ton avoit cinq points ä considörer, on rechercheroit d'a* 
bord le contre des moyennes harmoniques de quatre quelconques de 
ces points; et la droite qui le joindroit au cinquiime, renfermeroit le 
centre des moyennes harmoniques du Systeme total i^^i points don- 
nös} une nourelle Operation analogue donneroit donc ce centre lui- 
mime* En g^n^ral^ on pourra prendre le centre des moyennes harmo- 
niques d'un certain nombre de points, puis le centre pareil des points re- 
stans; la droite qui renfermera les deuz centres ainsi trouy^ contiendra 
aussi celui du Systeme total des points donn^s. ^Mais, au lieu de recher- 
cher une nouyelle droite qui contienne ce dernier centre , on pourra ae 
contenter de d^terminer, sur la premiere (9. et 12. )f le centre des mo- 
yennes harmoniques des deuz centres partiels döjä trouvös, relativement 
auz nombres qui marquent de combien de points ces centres respectifii 
proyiennent etc. 

On Yoit comment il faudroit s*y prendre pour un nomhre quel- 
conque de points qui seroient supposös dans Tespace} il suffiroit, dans 1ü 
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Operations oi^dessus^ de remplacer la transversale l^F^ parun ptaB^ tln4 
qtt'il a d^ja ^tö ezpliqu4 (32.). 

36. Ce qui pric^d« est siofiplement relatif au cas ou les coeffi# 
eiens nom^riqueSy par rapport auxquels on prend les centres de mojeiw 
nes harmoniques^ sont ögaux k Tunitö on ^gauz entre euz; mais il eat 
Evident d'apris les art 26.^ 27. etc. que tout ce qne nous a^ons pu diri^ 
jusqu'ä prisent^ de ce cas particulier^ est imm^diatement applicable ä c%» 
loi Olli les coefficiens seroient des nombres queloonques r^pondant re^eo» 
tirement auz poInts donnös. Ainsi^ par ezemple, si Ton a trois pointi 
ji, B, C (Fig. 10.) dont m, mf^ m" sont les coefficiens num^riques ro- 
spectifsy et qu'il s'agisse d'en trouver le centre des moyennes liarmoni*^ 
ques Qy par rapport k ces coefficiens ^t a la droite P^ Ps on prendra 
d*abord ( 9. et 12. ) le centre des moyennes harmoniques y des points A 
et B^ par rapport auz coefficien m et m^ qui leur correspondent^ et au 
point P de la droite des origines PP'i puis on prendra pareiUement le 
centre des moyennes harmoniques / des points B et C^ par rapport auz 
coefficiens numöriques m^ et inf* et au point JP de PP'i les droites f C 
et ^A iront encore se croiser au point Q demand^i et 11 en seroit de 
de m6me de la droite q'^By qui appartient au centre des moyennes baiw 
moniques f'^ de A et de C^ par rapport auz coefficiens num^riques m 
et m" de ces points« 

En e£fet^ si Ton met la figure en perspective de fagon que la 
droite PP' passe a Tinfini^ le point Q deviendra övidemment le centre 
des moyennes distances des points A, B, C par rapport auz coefficiena 
respectifs . ntp m\ m^\ 

lyapr^ cet ezemple et d'apris ce qui a ^tä dit pour le cas par» 
ticulier o& les coefficiens num^riques sont ögauz a rttnit^, on Toit ce 
qu'il y auroit a faire pour celui oü Ton auroit un nombre quelconque de 
points auzquels correspondroient respectiyement des coefficiens num^ri« 
ques donn^^ fl^il s'agissoit de trouver^ pour ces coefficiens, le centre des 
moyennes harmoniques des points dont il sagit 

37. D n*est pas inutile d'observer que le cas particulier txk les 
coi^ffipiens numöriques sont ögaux entre euz ou ägaux 4 Tunit^^ donne 
liea 4 des simplifications notables dans la construction gön^rale ci^dessus 
da centre des moyennes harmoniques« Car, par ezemple , s'il s*agit des 
sommets d'un triangle ABC (Fig. 10.), tout consistera alors, pour ayoir les 
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trois droites c^^ At/' et Bff* qui contieiiuent tenr centre ^^^ moyennes 
harmoniquesi de former un nouveau triangle A'BfO circonscrit au pre- 
mier^ et dont les ü6t^ aillent concourir respectiremeöt aus points P^ P^ 
et V^* oü les cdt^s qui leur sont oppos^s dans le prämier, Yont rencon* 
trer Taxe ou le plan des origines harmoniquds PP; en effet en se repor- 
tant a la projection (Fig. \\.\ oü Ton supposePP ä Tinfini» il sera facile 
de vöir que les droites AAf^ ßB\ CO qui joignent les sommets opposös 
des triangles seront pr^isöment celles qui se croisent au point Q demand^. 
On peut d'ailleurs remarquer que le triaugle inscrit 9'/7'^ qui a 
aes sommets aux centres des mojennes harmoniques ^^ f% q'* des cöt6s 
du propos^^BCy jouit, a son ^gard^ des mdmes projNrietös que le triangle 
circonscrit A'B'(j; de sorte que, si Ton connoissoit seulement Tun quel* 
conque y de a^^ sommets , on obtieudroit les deux autres par le simple 

trac6 des droites P^J^'V^ ^W* 

38. Plus g^n^ralement, si Ton a un nombre queloonque de points 
A^ By Cy D (Fig. 12.) situes ou non dans un m6me plan^ et que P'P'^ 
seit Taxe oü le plan des origines barmoniques^ il suffira de connaltre le 
centre des moyennes barmoniques ^ de deux quelconques A^ B de ces 
points^ pour en döduire sur le cbamp^ ceux qui appartieiment a tous les 
points proposös en les prenant deux k deux. 

Supposons^ par exemple, que les points A, B, C, D, . . • • soint 
pris pour les sommets d'un polygone ABCD ... .^ il sera tr^s facile d*ob* 
tenir, sur cbaque c6tö, le centre des mojennes barmoniques des sommets 
adjacens; car, d'apr6s ce qui pr^cede^ pour avoir le centre f^ des som* 
mets B et C, ayant d^ja le centre ^ de ^ et ZJ, on n'aura qu'ä tracer 
la droite qy^ qni va rencontrer Faxe des origines barmoniques P'P'^ au 
möme point que la diagonale AC du polygone appartenant aux trois 
sommets cons^utifs A, B, C que Ton con^dere. 

Pareillementy pour obtenir U centrd ^^ qui appartient au cdtö sui- 
▼ant CD, on n'aura qn'k tracer ht droite f'f^ qui va rencontrer Taxe des 
origines au point oü le rencontre la diagonale BD, dötermin^ par les 
sommets extrdmes ies cotis BC et CD que Ton considere et auxquels 
appartiennent les points (f^ et g^^. En conti nuant donc ainsi jusqu'cra der* 
nier cote du pc^ygone ABCD ... .y on formera un noureau polygone 
y> y» 9'\ 9'" . • . • inscrit au premier, dont les cßtis rencontreront pe- 
spectivement Taxe des origines P'P^ aux points oiu le coupent les diago- 
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nales du premier poljgoae qui joigaeat ses aommets alternatifs^ 9t dont 
les aommets s^ront pr^cisement les eentres de mojennes harmöniques 
(pCon cberche sur les cöt^ du poljgone ABCD . . , 

U est clair qu'ajant une fois les centres de moyennes harmöni- 
ques des diff^rens cdt^ du poljgone ABCD • •••^ on aura^ sans peine^ ce* 
lui qiii appartient k une diagonale ou ä deujc sommets queloonques, car 
cette diagonale est .elle-mdme le dernier cötö de Tun ou de l'autre des 
polygones daiis lesquels eile divise le proposö^ polygones, dont on connoit 
dija les centres de moyennes harmöniques des diff^r^is c6tös ä Texcep- 
tion de celui du dernier^ qu'on pourra obtenir ainsi par le trao4 des sim« 
ples lignes droites. 

39. Toutes ces constnictions peurent d*ai))eurs s'^tablir directe» 
ment, *nj supposant qu*on mette la figure en perspective^ de fagon que la 
droite ou le plan P'P" des origines harmöniques passe a I'infini ^ et Ton 
Toit en mdme temps quelle esp^e de simplifications elles apportent dans 
la d^termination ci«dessus (art 35.) du centre des mojennes harmöni- 
ques d'iin nombre quelconque de points situös k volontö sur un plan ou 
dans Tespaoej or ces remarques ne sont pas simplement curieuses comme 
an ra tf^xiL conyaincpe par ce- qui suit 

En effet^ oe qui pr^ide foumit un mojen trös simple et tris ex- 
pMitif pour construire, sur une droite pd (Fig* O.)» lo centre des mojen- 
iieS harmöniques q d'uii nombre quelconque der points a^ b^ e^ . . . .^ par 
rapport a un dernier point p pris pour origine de segmens harmöniques; 
car^ ajant menö d'un point quelconque S situö au dehors de la droite 
jfdf les projetantes Sa, 3b, Sc, Sd, . . . ., puis, ajant pris, k rolontö, 
de nouveaux points ji, B, C, D, . . . . sur chacune d*elles et r^pondant 
respeotiyement ä ceux dont on cherche le centre des moyennes harmo- 
AiqueSy tout consistera a construire, comme il Vient d'dtre expliquä dans 
C9 qui pr^^de> le centre pareil Q des points A, B, C, Di • . • • par rap- 
port k PS pris pour axe des origines > et ä projeter ce centre , de S, sur 
pd, en 7 qui sera (28. et 29.) le point demand^ 

40. Getto construction est plus simple qfie. oelle qui a ^ta indi- 
quöe art 14.y et Ton peut remarquer qu'elle s'^tend imm^diatement au 
cas g^näral oü le centre f des. moyennas hanDoniques que Ton cherche, 
est relatif (26*) k des coefficieas num^riques quelconques m, m\ m^, .... 
röpondant respectivement aux pointt^ doaa^s Of b, c, d, . . . ., puisqu'il 



252 "tt* ^« ^* Ponceletf Memoire sur les eentret de moyennes hctrmfmiquei. 

nffit ^ridemmenty au lieu de 3e borner k ne prendre qu'un eeul poiM 
ji^ Bp C^ . ^ • p sur chacune des projetantes Sa, Sb, Sc, • • • • qui ap- 
partiennent aux proposd^ d'en choisir autaut qu*il est marqud par le coef- 
ficient numMque relatif k cette projetaute ou au point d*ou eile d^re. 

Que Ton ait^ par exemple, deuz points a, b auxquels correspondeiit 
respecÜTement les coefficiens numiriques m et m\ on derra prendre nt - 
'{K>ints arbitraires sur la projetante Sa, et m^ points pareils sur la proje* 
tante Sbi cherchant ensuite le centre Q iie% moyennes harmoniques de* 
ces m-f-m^ points et le projetant en 7 sur pb, ^ sera le centre des mo- 
jeiines harmoniques de a et de & relatiTement a m et m'} c*est-4»din 
qu'on aura (9.) 

m*f"m^ — JHÜL J- "^^ 

Ott (24.) 

en ayant dgard k la rögle de signes pos^e art 17. 

Les points A, B^ C, ^ . . ^ qu'on doit prendre Mr les diTeriee 
projetantes Sa, Sb, Sc, . « » • pouTant ayoir une position queloonque^ 
en deyra profiter de cette ind^terminatien poup simplifier lei opdratioM 
relatives 4 la recherche des points Q et fs mais ces simplificationf ae. 
prisentent d'une maniire trop facile^ dans les projectiona de la fifur« ok 
oei points deriennent des centres de moyennes distances^ pour qnll aeit 
B^cessaire d'entrer dans des d^tails; et Ton seroit conduit d'ailleurs.i 4m 
rdsultats qui n'auroient qu'un löger avantage sur ceux de Tart. (9.) et rair. 
oä Ton ne conaidire simplement que deux points a, b et le$ eoeflicini 
Bumdriques m et ii relatifs k ces points. 



Applicatioii de la theorie du centre des moyennes hanaoni« 
ques ans propriöt^s des iigures rectilignes et polyödrales. 

4U La th^rie qui yient de nous occuper donne lieu k un grand 
Dombre de propriötds noüToIIes concernant les figures rectilignes i beau- 
coup de ces propriöt^ entiörement analogues a Celles qu'on döduit ordi* 
Bairement de la tb^rie du centre des moyennes distances» sont par la 
mdme faciles k döcourrir et peuvent dtre abandonndes aux inyestigatietts 
du lecteur^ mais il en est d'autres qui, se rattachant k des propriötda da 
centre des moyennes distancei non aussi g^n^Iement connues» et qui» 
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<&taiit, susceptibles A%tre transport^s dans lath^rU des courbei et des 
sorfacei g^m^triques^ m^ritent qu'on leur acoorde une attentioo plua 
particuliire } or c'est & cet objet que nous allons consacrer leg derniires 
pa^ de ce Memoire. 

Remarquons ^ en premier lieu, que la plupart des principes que 
110U8 ayons Stabile . sur . le centre des mojennes harmoniques, peurent 
6tre enrisagös comme autant de propri^ti^s distinctes des figures compo- 
posöes simplement de poiats, de droites et de plans quelconques. 

Par exemple^ les principes des No. 24. et suiv. conduisent immä- 
diatement a cet 4nonc^: 

^,Etant donnä a Tolonle^ dans un plan> u& faisceau de droites pro« 
y^jetantes Sp, Sa^ 3b, Sc, . . . . i^^S' ^Of c'est-4*dire coarergeant en 
un mdme point S, si, ayant choisi Tune quelconque d'entre elles Sp 
pour aire des origines harmonlques, oq mine arbitrairement des trans- 
versales droites ps^ p's', • . • • dans ce faisceau^ puis qu'on d^termine, 
y,sar chacune d'elles^ le centre des mojennes harmoniques ^^ /» • • • • 
^des points d'intersection a^ b, e, ». • ., a\ b*, c^, •# » »^ qui lui appartien- 
^^nent^ par rapport aux points Pf pU f • » • de Taxe Sp des origines har- 
y^moniques et relätiTement ä des coefficiens num^riques quelconques (26.) ^ 
^la suite des centres pareils sera une seule est mdme droite a9^, passant 
y^par Sy et que nous avons nomm^e Faxe iies moyennes harmoniques du 
91 faisceau formö par toutes les autres projetantes.'* 

42. Au Heu de mener arbitrairement les transversales ps, p^s', ...p, 
on peut exiger qu'elles passent par un mdme point du plan de la figure^ 
et prendre ce point^ sur I'axe Sp des origines harmoniques, en p par 
exerople, au quel cas cet axe devient inutile pour d^terminer les centres 
f, puisque le point p est, pour toutes les transversales, l'origine commune 
et unique des segmens harmoniques: le thdor^me ci-dessus subsiste övi* 
demment toujours; mais ainsi particularisö, il offre l'avantage singulier 
de pouvoir s'ötendre a un Systeme de droites quelconques situ^es dans un 
plan, et non plus simplement a un Systeme de droites convergeant en un 
m6me point Sj bien plus, pour arriver au th^rdme ainsi g^n^alis^, il 
suffit, comme on va le voir, de partir du cas particuHer oü Ton ne con* 
sidire que deux droites uniques Sa et Sb, cas qui se d^duit immödiate^ 
ment des principes expos^s art 8. et 9. de ce Memoire. 
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Söient, ett effet^ j^B, BC, CD, ... . (Fig. 13.) ies iroiteB indöftmM 
qnelcanqn^ sita^ds ^r uii plan^ p um point arMtraire pris pour pdle d#s 
transversales fiB qni rencontrent respectiveftnent en a, b, t, d, . . . . Ies 
droites fixes dont il s'agit ; je dis ^e si Ton dötermine, sur cbaqoe trans- 
yersale pb, le centre f des mo jennes harmoniques des points a^ b,Cf d,.... 
par r«ppoft au p61e /ß, pris pour origine des segmens et aux coeffioiens 
mnnifriqnes quelc^nfves m, mfy mf\ . . . ., la suite des points tf sera 
une droitiQF irniqna f^^ qu^on pourra appeler Taxe des moyennef 
karnaaniques des droites propos^es, relativement a ;» et aux diff&renf 
coeffioiens qui leur correspondent respectivement 

Potur le prourer^ consid^rons d'abord deux droites AB^ BC^ aux 
quelles röpondent Ies coeffioiens num^riques m et m^s si, sur Ies trans- 
versales pd^ nous prenons sans oesse Ies centres 9^ des moyennes Jiar- 
moniques qui r^pondent aux points o et i de Tangle ABC , et aux coef- 
fioiens. m et m\ d*apr^s ce qui pröcide, la suite das centres ^ sera une 
droite (jf'B passant par le sommet de Tangle, et k laquelle correspondra 
(24. et 26.) un nouveau coefficient m-f*^^« Soit Q le point oü cetta 
droite rencontre CD, la troisi^me des droites donn^es} prenons sur la 
transversale variable pb, le nouveau centre (/'' des moyennes harmoni* 
ques des points c et ^' qui appartiennent aux cötös CDeetBQf^^ de Tangle 
Q, et cela par rapport au point p et aux coeffioiens m^^, m-j^-m' r^ 
pondans respectivement ä ces cötöa^ le point y^^ sera le centre des mo« 
yenn'es harmoniques de a, b, Cy et la suite de ces centres sera sur me 
nouvelle di^ite /^Q passant par Q, & la quelle correspondi*a un coefficient 
m^m^-^m^^ et qui fencontrera la quatri^me JID des droites donndas 
en un point Q^, qu'il faudra prendre pour nouveau sommet d'an^e B. 
On Arri Vera donc, en continuant ainsi, k lue demiire droite ^ (^ qui sara 
le Hta de* centi es de mojennes harmoniques de tous Ies points d'intar- 
Section a, b, e, </,«••• dc^ la transversale mobile et des droites propo- 
SiiBf et qui en sera Taxe des mojennes harmoniques pour Ies 
coefficieüs m, m', m\ ... ., et relativement au p61e ps thdordme qu'on 
peut ^noncer tr^s simpleiofient de cette maniire: 

Ün Systeme dd droites quelconques ötant donnö dans 
un plan, si Ton coupe ce Systeme par une suite de droites 
transversales passant par un mdme point ou pole, puis qn'on 
dötermine, pour chaque transversale, le centre des moyen« 
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nes harnoni^ttM dies i^pints d'int^rjeotaoii corrM|^ODdan4> 
en prenant le j^dle p^O'Ur ,^ri|;i0a des segveatj Ia isu^ite de 
toas les centres pareils sera une droite «ijiique} o'estTa^-dire 
Taxe des mcyettaes jbaraieniques des propes^s par rappert 
au pdle et aux coefficiens deiin4s*)f 

43. Remarquens que chaqHe de manüres dont aoQS aTons ^n- 
seignö (20. 24. 26.) a difinir graphiqitement ou aumäriquement le point 
^ de la transversale mobile pby donoe lieu a un ^nono^ partkulier du 
tik^orduM qui pr^oide. Ainsi, par ezemple^ si ron d^finit le peiBt ^ par 
la relation 

ap ^ bp ^ cp ^ dp ^ 

ou par Celle -ci 

—2- — ^-^ — -i- sss -^4.— .4. .— 4- etc., 

pq pa ■ po ' po ^ ' 

la Suite des points f sera une ligne droite. 

n en sera de mdnoie ^yidemment de la suite des -points f döter^ 
minös par la relation plus g^n^rale 

K ' '71t I TU I Ml I 

pq pm * pb ,pc * ' 

dans laquelle k est un coefficient nufn^rique queloo^que« Maintenant si, 
dans oette depniöre relation,* on suppose tous les coeffioitns ^avx a Tu« 
nit^ on retombera sur le cas particulier d^montrö 4ireQlesi90t par Miac* 
Laurin, dans son Traiti des lignejB g^om^^iti^u^f a l'aide du 
prinoqie de Tart. 7. qui lui ost didU Mais an paut ^gkkimäu» d'aTantage 
enoore oes divenses propositions- 

44. Si nous rempla^ons eh effet, 4ans le ^fa^rftme oi*^dessns, les 
diffärents droites ionnöes par des plans situ^ d'une mani^re qudoonque 



^ Dttii le c%$ partknlier o^» lei ^otScifDt m, m'^ ..... Haut 4pifm k Tnait^ od ne wn- 
üdhrt qae le systime de trois h'gnes droitet, et oü Ton prend ponr pdle p le cenlre de ^rtTit^ cm 
def moyennet diitanccs di» triaagle form^ par ces droites , Taxe de« moyennet harmoniqnef paMe 
tont entier k riDfini, et Ton a, pour nne tranaverfale qnelconqae Ifsae ^ p «t rencootviiil en 

Ol, ea effet, cette rektioQ, en ayant ^gtrd 4 la Joi dea aj^fa (i70# «H aatUjbite pour les troia p^i- 
tiona de la transversale oik eile passe par Ton des sommets du triangle; car on a alors, par excmple« 
pft GS pa zz apa. 

Ce thtorkae a M d^montr< par Mac-LaatlA daiia «on TrmU4 dt mmAt giomdidfmi» 

33* 
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harmomqu§$. 



dani Teapace^ U iuite des poinU 7 ne aera pku simjplemant sur unt 
droitoy maia war nn dernier plan qa'on pöurra nommer lii plan das 
mayennea harmoniques relativement an pole des transyarsalea. 

On pourroit ^tablir oe th^rftme directemeht et d'une mani^ra ana- 
logue ä Celle que nous venons de mettre en usage pour les systdmei da 
li^es droitesy en partant du cas partioulier^ et tr&s &oile a ddmantrer^ 
odi Ton n'a que deuz plana k considörer; maia on peut le d^uira anaai 
tröa simplement du thöordme qui pr^^de. 

Par le point qui aert de pdle aux tranaveraalea et d'oripne anx 
segmena harmoniquea^ menona^ en effet^ un plan arbitraire} il coupera las 
plana propoa^ auivant un ayatdme de droitea ayant» d'apröa le thöor^me 
cit^y une droite unique pour aze dea moyennea harmoniquea par rapport 
ä ce pöle^ or toua lea azea aemblablea ae rencontreront övidemment deuz 
k deuz; donc ila aeront toua oompria dana nn aenl plan^ qui aera le plan 
mörne dea moyennea harmoniquea dea propoada^ auivant la d^finition ad*^ 
miae ci-deaaua. Ainai; 

Un ayatdme de plana quelconquea a tonjoura, par rap- 
port ä un point fize pria pour origine et pour pole dea trana- 
veraalea un plan nnique dea moyennea harmoniquea^ o'eat- 
ä*dire renfermant toua lea centrea de moyennea harmoni* 
quea dea pointa d'interaection qui «%ppartiennent anz direr- 
BtB tranareraalea« 

45* Remplagona encoroi dans le th^ordme de Tart« 42.^ le pdle 
par une droite aervant d'aze dea originea harmoniquea^ lea transTeraalaa 
droitea par dea plana tranareraauz paaaant par cet aze; anfin auppoaona 
lea droitea proposdea aituäea d'une maniire quelconque dana Peapace; je 
dia que la auite dea centrea (29.) de moyennea harmoniquea des pointa 
d'intersection de cea droitea et dea differena plana tranareraauz, par rap- 
port k Taze commun dea originea , aera une demiöre ligna droite, qu'on 
pourra nommer Taze de moyennea harmoniquea dea propoaöea par 
rapport au premier aze« 

Projetona^ en effet, aur un plan quelconque, le ayatdme dea droitea 
propoaöea et Taze dea originea harmoniquea, k partir d*nn point quelcon- 
que de cet aze pria pour centre de projection, c'eat-ä-dire de fagon que 
cet aze y derienne un point; toua lea plana tranareraauz aeront repr^ 
aent^ par dea droitea en projection, et lea centrea de moyennea harmo- 
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Alf UM qui appartiennent auz points d'laterseetioii de ceß plana et des 
dfoitet propos^ resteront encore (29.) de pareila centres pour les pointa 
de la prpjection> par rapport au point ou p61e |qul repröseate Taxe dei 
origiiies harmoniquesj mais ces deraiers centres spnt(42«) surune droite^ 
donc les autres restent dans le plan projetant unique de cette droite^ et^ 
comme pareille chese doit aroir lieu pour tout autre centre et tout autr# 
plan de projection, on voit que les difförens centres de moyennes harmo- 
niques que Ton considire dans Tespace doivent se trourer ä Tintersectica 
oemmune^ et par consdquent uoique, de tous les plans projetans analogues 
ä celui qu'on rient d^zammer en particulierj donc enfin nous pouTOtts 
^noncer ce th^ordme ; 

Uli Systeme de droites quelconques ätant donnä dana 
Tespace^ §i Tön coupe ce systdme par une auite de plans 
transyersauz passant par une mdme dr4>ite ou charniirej 
puis qu'on d^terminef pour chaque plan^ le centre (art. 32.et 
mir.) des moyennes harmoniques des points d'intersection 
qui iui appartiennent^ en prenant Im charniire pour aze de§ 
origines barmoniques} la suite de tous ces centres sera une 
mdme droite, aze des moyennes harmoniques des propos^ea» 

46. Supposons que, dans les £gures relatives auz thöordmes qui 
]Hr^^dent, le point et la droite qui servent de p6Ie ou de charni^re auz 
droites et auz plans transversauz, passe k Pinfiinit ces systdmes de drei« 
tes et de plans transversauz deviendront respectiyement parallMes, et les 
centres de moyennes harmoniques des points qui s'y trouTont, se change* 
ront (26. et 29.) en des centres de moyennes distancesj on arrirera donc, 
pour ces demiers centres, k des th^rdmes qui ne seront que des cas trös 
particuliers de ceuz dont il s'agit, et qu*il sera d'ailleurs tris facile d'^ 
tablir directement d^apr^s les propri^t^s g^n^ralement connues de cette 
Sorte de centres. Or, en partant delä, on pourra r^iproquement s'^loTeir 
auz thöor^mes gön^rauz par des principes de projection analogues k ceuz 
qui ont iii mis en usage dans le chapitre pr^Ment (31.) f car on re- 
marquera ais^ment quo la figure relative a Tun de ces systdmes, peut 
toujours dtre r^gardä comme la perspective plane ou en relief de Tautre. 

47« La doctrine du centre des moyennes harmoniques donne lieu 
k ]dusieurs autres propri^t^s g^n^rales des systdmes de points, de droites 
et de plan^ qui ne le cödent en rien, pour Tel^gance, k Celles qui präc^ 
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ifpnt. Parmi oes propriMs^ oo peut Tanger les fMPneipM «aöaiM 9« ^Mt 
^lö önoDc^s «rt. 29. 30.^ 31.^ tescjuek wnt panrnemt nI«^ A in iy- 
Sternes de pointB quelconquea rang^ iur un plan on dans feapace; noua 
timis contenterons d*en indiTaer rapidement quelques autres, qu'il n*eüt pai 
M eonrenable d'examiner auz endroits ciiis. 

Seit un sysUme de plans qudconques passa^t par une mdme 
droitej concerona un deraier piaa par oefito dnoite^ dost les diffirens 
points soient pris pour origine dies Mgmens harmaniquasy et qui sera fiar 
ooiAiäquent le plan d#s erigines harmouiqu«« rehlivement ä tous 
les autres. Cela pos^^ tragons ä volontö une droUe iransvecside, «t dö-^ 
terminons sur elle^ le centre de moyennes harmoniques de toutes «es in^ 
tersections avec les derniers plana par rapport au foint 4e «setion du 
plan des origines*} il est ^^videtit^ d'apr^s les principes ^a6s art IS. «et 44.^ 
que ce centre et toiua sibs s^ttblables seront conipris dans un 
seul et indme plan |>assAnt pjtr Ja droit« eamfnyne aus pro- 
posöSy et qu*on pourra iionmer le plan des moy^ennes harnieni* 
ques de eeuz^ci par rappai^ aä fdan-des origmes. Ge mteie feieoeau de 
plans oonrergeant en ^one «atuM drehe , sera «^idemnieirt teLque taut 
plan traiicsyersul 7 d^^^frermenera un faiscea^u de drupite« <ooa- 
courrant en un mö'me poifit^ et ayamt (27«) un axe des origines et 
un axe des moyennes ^avmooiques} -enfin ii exiirtera entre ies si- 
nus et les tmngentes trig^onosfiötriquea dea angle s formd« par 
ces plan-Sy des relationa analogues & oa^Ilers que mons a^ens 
TU (18. et 19.) «ppartenir aux faisceanx liurm4mifa»Sdde wi«oi« 
ples droites projetantes sitU'öes dans un iplan ujüi^que; nuda 
qui seront plus gto^ales ^ant relatives k des uneflSciens «um^iquea 
quelconques. 

48. Supposons mainteiiattt quo tous les |dans proposds concourent 
simplement en un mtoae ^ii^t; en prenant<mie droite arbitraire^ passant 
par ce point, pour axe des origiaies^ le Heu des centres harmoni- 
ques relatifs aux diverses transversales qui s'arppuyent sur 
cet axe sera övidemment encore un plan unique passant par 
le point commun aux propos^s^ car il renfermera ä la fois et tous 
les axes de moyennes harmoniques (27.) des faisceaux de droites conrer- 
gentes dötermin^es dans les plans propos^s par tout plan transrersal pas- 
sant par Taxe des origines^ et tous les axes de moyennes harmom* 
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quM (42.) des syatdmes de dnite» v^uUantes de rintersectieB de ces mö- 
mes plana piur qa plan tranarerial arbitraire, relativemeni a« point oü 
00 plan rencontre Taxe des originea} ce qtii no aauroit avoir Ueu ^vi« 
demment sans qu'il ne 5oit un aeoi et m^me plan. 

49. Ces lemmes ^tant ötablia, concerona un sjatdme de 
points quelconquea dans reapace^ et iin plan pris pour plan 
des originea harmoniqnesf par une droite quelconque de ce 
plan^ menons de noureaux plana vera lea pointa donn^a^ et 
diterminona pour cbaque ajatdme pareil (47.)^ le plan dea 
moyennea harmoniquea par rapport au plan commun dea 
originea^ ce plan et toua ses aemblables passeront par un 
aeul et m6me point (31.)> centre des moyennea harmoniquea 
des propoa^s» 

Ce thöordme offre^ comme on voit, une autre maniere d'^noncer 
le principe de Tart 31. cito. 

Concevona encore un Systeme de droites quelconquea 
aituöes dana Tespace, et prenons une derniire droite arbi- 
traire pour aze des originea harmoniques) cela pos^^ d*un 
point quelconque de cet aze^ menons auz diverses droites 
des plans^ et prenons (48.), par rapport k Taxe dont il s'agit, 
le plan des moyennes harmoniques de ce Systeme de plans» 
ce plan et tous ses semblables passeront (45.) par une seule 
et mdme droite qui aera Taxe des moyennes harmoniques 
dea propos^es« 

50. Les divers exemples quo nous venons de donner, doivent suf- 
fire pour montrer la natura des propositions qu'il est possible de deduire 
des divers principes de la doctrine du centre dea moyennes harmoniques, 
pour les systdmes de points, de droites et de plans quelconques. II y en 
auröit d'autres bien plus difficiles a ötablir, et qui sont en quelque sorte 
lea röciproques des pr^cödentes: ainsi, par exemple, ayant vu (42.) que 
le lieu des centres de moyennes harmoniques des diffärentes transversales 
passant par un point ou p6Ie> et rencontrant un Systeme de droites don- 
n^s dans un plan, est une seule et derni^re droite, axe des moyennes 
harmoniques des proposöes, on pourroit se demander reciproquement 
quelle est Tenveloppe de tous les axes semblables de moyennes harmoni- 
ques des diffiärens points d'une mdme droite prise dans le plan des pro- 
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posief etc«i maii cette questlon et toules sei antlogues exigeat d'autres 
principes ponr r^Iaef ^ et eilet ie nttachent intimement a la theorie 
ie$ conrlies g^m^triqnefly que nooi noiis proposons d'^tablir dans d'aatres 
mömoireSf anzquek celoi-ci ne sert ponr ainsi dire que d'introduction. 

U femUe d'ailleurs qu'on ne trourera pas superflus et dinuds d'in* 
t6r6t par eaz-mimety lea deTeloppemenfl dans lesquela nous renons d'eii- 
trer^ et dont la plnpart nous teront tres utilea pour la suite de cee re- 
eherches. Par ees mimes ccnsiderations^ nous crojons pouToir, arant 
de terminer» ajouter k tous ce qui pr^cede^ quelques n^flexions tendant 
ä modifier et a rendre plus concis Tönonce de plusieurs des thöordmes 
qu'on Tient de faire connoitre, en möme temps qu'elles serriront a dtablir 
l'esp^ce de d^pendance qui existe entre la thtorie des centres de nioyennes 
harmoniques et les principes d^ja connus de la th^rie des transversales. 

51. Consid^rons le sjstdme de trois droites queloonques, pA^ pE^ 
pC (Fig. 14.)^ situ^es dans un plan et conrergeant en un mdme point p; 
soient a, ß et y trois points quelconques de leur directions respectiTes; 
on aura, pour exprimer que ces trois points sont en ligne droite: 

triang. «/>/ 3= triang. «/»ß + triang. ßpy, 
et par oons^quent: 

pa.py.Binapy =: pa.pß* sinxpß-^^ pß.py . sinßpyi 
d'eU| en divisant tout par Ie produit pcL.pß.py, 

Supposons que le point a soit, par rapport k p^ Ie centre des mo« 
yennes harmoniques des points Oy a\ a'\ • « • • situ^ sur la droite pA^ et 
cela pour les coefficiens num^riques quelconques m^ m'^ mf\ . . • .^ pa- 
reillement que ß soit le centre des moyennes harmoniques ^^z points 
by V^ b"f . . . . ^e pB par rapport a ;i et pour les m^mes coefficiens. 
qu'enfin y soit Ie centre pareil des points e^ c\ c*', • • # • ; le nombre des 
points situös sur chaque droite ötant d'ailleurs Ie mdme^ on aura (26.): 

-pa pa * pa' * pa^' * \pa/' 

""^"^+""+ - = il+-ü^+i^; + etc. =2(^), 

py pc • pc' * pd' * \pcr 

dans les quelles 2 est le signe abrege de somme. 
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Si tious mettons cea Taleurs des röciproques de pm, pß, py dans 
la relation trouvöe ci-dewus, eile deviendra, 

nourelle relation qui permet d'ezprimer ainsi tres simplement le th^ 
rdme du No.43« 

Ayant sur un plan nn Systeme de dreites quelconques 
abcp ü'b'c\ a''b'^€^\ • . ., si^ d'un point p pris k volonte sur 
oe plan) on m^ne trois transTersales arbitraires pJf pB, pC 
rencontraot respectivement les proposeesen 0^0^, Qf\ ■* ^ 
öf b\ b"p • • • ., €p c'y &\ • • . .} on aura constammenti pour des 
coefficiena numöriques m^ m'^ m^\ « • . * • appartenans re« 
spectiv^xnent a ces meines droitesi 

II est övident, en effet^ qne cette relation ezprime tout autant que 
le thdordme de l'art. citö^ car on en conclut d'abord que le centre des 
moyennes harmonique de a^ a'^ a"j . . »^ celui de b^ b'y b'\ * • • »^ enfin 
celui de c» c\ c^\ • • ; • sont en ligne droite^ quelles que soient les trans* 
versalesi pJ^ pB, pC menees ä travers le Systeme des propos^es; lais- 
sant dono deuz d'entre elles &xes, et faisant varier la troisi^me autour 
de p, on Toit que la suite des centres des moyennes harmoniques qui lui 
appartiennent» aera nne seule et mdme droite. 

52. La relation que nous venons d'^tablir ci*dessus pour ezpri* 
mer que les trois points a, ß, 7 situ^s sur les transTersales pj/, pB, p C 
convergeant en un mdme point p^ appartlennent k une mdme droite ^ et 
la relation beaucoup plus generale ^ que nous avons d^duite du th^rSme 
deTart. 43.^ relativement a un systdme quelconquede points Cf b, c^ ^. «, 
a', h\ c\ . . .y a'\ b"p c^^y * • « « situ^s trois par trois en ligne droite, 
doi^ert (^tre consid^r^es toutes deuz comme des cas particuliers et des 
consequences tres simples de Celles qui ont Heu pour trois transversales 
arbitraires pA^ pB, (jC (Fig. 15.) formant par leur rencontre mutuelle 
un triangle p^r^ au Heu de converger en un mdme point 

En eSet| on a alors, comme on sait^), dans les hypoth^ses ei^dessus, 



*) Car not Lttai sur la iheorU du irausversaUs , TtaUt d$i proprUtdt projäctivu §U. 
Crtlle'f Jonroil. m. Bd. S. HDU 34 
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ap^ßr.yf = «y.ß/i.yr, 

(pa).(rb).(fc) n (9ai).(pb).irc% 

dans la dcfrnidre desquelles (pä) repr^sente le prodoit i% toua lea Mgmens 

pa, pa\ pa^% . * . ., (rb) celui de tous les segmens rb, rb% rVj • • • • 

et ainsi de suite pour les autres. 

Or^ 51 nou8 mettoas la premi^re de ces relationa soos cette forme 

»P(ßp+pr)*Y9 = (»P+P7)^ßP^(Y9+7'09 
nous en tirerons la auirante^ en döreloppant et dirisant par pr^ 

qni devient^ en remplagant les rapports des cdtds du ' triangle pfr par 
lee sinus des anwies oppos^s^ iBt en stipposant ensuite que Pf J^ ^ ^ con* 
fondent en un seul point p (Fig. 14.) 

pa.pr.BinApC = pa.pß.BinApB •^ pß.pr.sinBpC'^ 
laqaelle est pröcisement la relation obtenue directement k Part Sl. , pour 
le cas ou les transversales pAy pB, fC cöncourent en un m^me point 

53. O'apr^s cela , il est donc naturel de consid^rer les relations 
g^nörales qui concernent un nombre queloonque de points rang^ sur les 
trois transversales en question^ comme ^tant pareillement des mödifica« 
tions Tune de Tautrej et c'est^ en effet; ce qu'apprend le caleul appliqu^ 
k ce cas gön^ral^ d'une maniire analogue a celle qui vient d*dtre mise 
en usage pour le cas particulier; mais nous 4tablirons cette consöqnenoe 
dans un prochain mönoioire, ind^pendamment de tout caleul^ c*est*JL*dire 
par des considöratlons purement göom^triques^ et cela möme quels que 
solent les points que Ton consid^re sur les cöt^ du triangle transversal 
pfr; la semle condition ^tant qu'ils satisfassent k la relation g^nörale^ 

dejä posöe ci-dessus:. 

(pä).(rb).(fc) SS (fa).(pb).(re). 

Qiunt au cas pr^nt^ oi!i Ton suppose les points a, bp c, . . . .y 
a!y b\ c'f . . . .f a^'f b'^y c'\ • • « « situ^ trois par trois en ligne droite^ 
lj||.ixi6me döpendanoe peut ötre ^tablie tr&s simplement sans recourir k 
des transformationA algöbriques prolizes. 

Bn effet d'apr^s ce qui pr^cödoi on aura pour ces difFdrens group- 
pes de points lorsque (Fig. 14.) le triangle ptjr s'^vanouit^ 
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siuJpCS, = nnJpBJp + ünBpC^, 
sin Jp C^, = »in ^ p B^ + »in Bp C^, , 

multipliant la premiöre de ce$ Kations par m, h, dtuxiima par m', 
la troisiime par m^\ « • • • etc«> m, m\ mf\ . • « • ^tant des nombres 
quelcenques relatifs aux droites ühc^ QfVc\ ü*^V*c''^ • « • «i ajoutant enfin 
toutes les noavelles äquations^ on retombera directement sur Ta relation 
gön^rale poa^ art. 51. Ainsi le principe de Tart. 43. est une cons^eace 
tr^s timple de la th^orie des transversales rectiligneSf et il seroit facile 
de prouTer la m^me chos» des autres principes posiSs ea oet endroit; 
snais, au lieu de neus arrdter ä ces d^aäs^ aous nous contenterons d'ajou- 
ter quelques nouvelles remarques a toutes Celles qui pridcident, renvojant 
k la note ci-apr^s pour meatrer commeBt cn peut les ^tendre facilement 
au cas de Tespace. 

54. La relation a laquelle nous sommes parvenus pour exprimer 
que les trois points Oj ßf 7 (Fig* 14.) sont situös en ligne droite sur les 
transrersales pJf pB^ pCy peut 6tre mise sous une autre.formei qui offre 
ravantage particulier d'dtre ind^pendante des lignes trigonomötriques^ et 
de ne point derenir insignifiaate quand le point p s'iloigne ä Tinfini^ 
comme cela arrire pour la pren^iere« Coupons en effSet le faisceau des 
droites pJy pB, pC par la aouTelle droite JBCf nous aurons 



triang. jlp C AC ^^^ pA.^C.üxkApC ^ 
triang. Bp C ^^ BC pB.pC.ünBpC^ 
d'oü Ton tire 

On auroit de milme, par la comparaisoa des triangles ^pM tt BpC, 

BinJpB = ßß*^*^i^BpC; 

substituant ces valeurs dans la relation cit^e^ supprimant le factenr 
sinBpCy et multipliant ensuite tous les termes par BC.pA, il riendra 



AC.pB AB.pC I BC.pA 

p^ ~ pr ^ p» ^ 



npuTelle reiatio^ qui^ salfsfaiiaat aux coaditien» indiqu^ afti 18. est pro* 

34* 
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iectire de sa naturej eUe n^apprend d^aUIeurs ga^rti plus qae ceHe d'oü 
noiiB iommes partim, quand on suppose le point p & Tinfini; poisquelle ee 
reduit alors ä ceOe-ci ACzsiJB^BC^ qu'oa doit consid^rer commo 
mie simple identitö. 

Mais, en obserrant qu'ön a 

;>B = ;»ß + jBß, p€=z py^Cy^ pA = pm + Jm, 
on en döduira, aur le champ^ 

qai est ^galement projectire, mais n'a pas rinconvönient de devenir iden» 
tique quand les droites pjif pB^ pC sont parallilei (Fig* 16.)> <Ni qoe p 
iT^Ioigne k Tinfini. 

On a alors en efiet, ä cause que lea distancea infinies pß^ pf, pa 
peuvent dtre cens^es egales entre elles, 

jiC.Bß s AB.Cy^BC.Aciy 
pour exprimer que les points n, ß, 7 sont situ& en ligne droite^ de mdmi" 
que les points Aj Bj C. 

Supposons maintenant que Ton consld^re^ sur les transversales 
pAy pBy pCy un nombre quelconque de points a, b, Cf • • * «, a% b\ e\ ... .» 
a"j b"y c^'f . . • • ranges trois par trois en ligne droite, on aura donc> 
pour remplacer la(reIation g^n^Ie de Tart. 51* ^ dans le cas de la figure 14., 

AC.^(m^ = AB.^[m^)+BC.:2{m^), 

et dans celui de la fignre 16. ^ ou le point p est a Finfini, 

AC.-Sim.Bb) = AB.'2(mCc) + BC.^(mAa), 
relations dont la premiere exprime que les centres des mojennes 
harnfioniques, et la seconde que les centres des mojennes di* 
stances des grouppes de points respeclifs a, of^ a''^ . ...y bj b\ b^\ • « • ., 
Cf c% e'\ ^ . .j sont situös en ligne droite ; et qui, l'une et Tautre , peu* 
Tent dtre consid^r^^ ainsi que celle du No«51., comme des modifications 
particulieres de la relation (52.) qui se rapporte au cas g^nöral ou les 
trarsrersales pA^ pB^ pC sont quelconques et forment un triangle pqr 

(Pig. 15.) 

An surplus, nous aurions pit partir directement de la relation qui 
appartient k la figure 16. et qull est faoile "d'etablir a priori^ pour en 
d^duire, de suite, celle qui se rapporte a la Fig. 14. ^ en employant k oet 
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«ft«i in principes 4e projection «nalogues k ceuz qui ont ^tä mis en 
iiMge & la fio du No. 21.^ mais la marche pröc^dente nona a paru pItts 
diracte et plua lumineuse. 



Note premi^rCt 

Sur les moyens d'exprimer qne qnatre points quelconques, 

appaitenans respectivement d un möme nombre de droites 

convergeant en un point unique de Tespace, sont sitne? 

sur un seul et m^me plan» 

Sont «I ßy y at 2 (Fig. 17.) guatre points quelconques situ^ ro* 
spectivement sur las c6täs /i^^^ ^r, r^ et sp du quadritatire gauche pqrsr 
on aura^ comme on sait, d'apr&s la th^rie des transversales^ pour ex« 
primer qua ces quatre points sont dans un m^me plan^ la relation 

ap.ßf.yr.Ss =a ttq.ßr.ys.Sp; 
d'öü il seroit aisd de d^duire (52.) Celle qui est relative au cas ou, le 
quadrilatere pqrs s^evanouissant, les droites pq^ qr, rs et ps concourent 
simplement en un mdme point p (Fig. 18.)« Mais on peut arriver au 
in^me but d*une maniöre enti^ment directe et simple^ par des proc^dös 
aaalogues ä ceux qui ont öt^ mis en usage (51.) pour le cas particulier 
de trois points situ^ en ligne droite» 

En effef^ pour que les quatre points m, ß, y, ^^ placös sur les trans- 
rersales p^, pB^ pC, pDy se trouvent compris dans un möme plan^ il 
est nicessaire ^videmment et il suffit qu^on ait la relation 

sol./;Äy^ + soL/)«yß = sol.paßS -{- sol./^ßyjj^ 
er on a, d'apr^ les principes connus et en repr^sentant par Texpression 
sin {phf d^py) le sinus de Tangle formö par la droite /?S et le plan o,py^ 
et par («ßy) Taire du triangle qui a pour sommets les points ot^ S, y.. 
Bolpxy$ =r ^"^r)?«. sMp8, apr) ^ ^sin(»py).ain(ßS,<tpy).p».py.pS, 

0U| ce qui revient au mSme^ 

%o\.pKyi = ^sin(^pC). 8in(pD, u4pC) . pe^^ py. pii 

on auroit pareillement et seien les mömes Conventions^ 

sol.paßy = i sin(^ pC) . sin(p B, jipC) . px . pß • py, 
BohpxßS = ^Bin(BpD).Bin{pAyBpD).pct.pß.p^ 
§olpßyi = isin(BpD).ün(pC,BpD}.pß.py.pii 
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4ono fubitituant et diyiMot p ar U proiuit ^•p^-pß^pY^p^p U y.i«nlrfi 
la reUtion 

nn(ApC).mi(pD,ApC) . Mn(^pC)> w(|iB^^pO 
pß T pd 

tbk(BpD).ün{pA,BpD) , sin (Bp D) ,sin(pC, BpD) 

~ pr ^ P» ' 

qui est enti^rement analogue a celle de Tart. 5t. , et d'o& Ton d^duiroit 
des cons^quences aemblables pour le cas d'un nombre qaelconqtie de 
grouppes de quatre pointa rangös dans un plan, tel que celui des pointe 
«, ß, y et S. 

Consid^rons maintenant un plan arbitrairö ABCD^ atiquel corre* 
spondent les quatre points A, B, C^ D sur les droites pA, pB, pC^ pD^ 
nous auroDSy comme ci^ldessus^ en nommant P la perpendiculaire abaif- 
B6e de P sur le plan ABCD, 

BolpACD = iP.(ACD) = ^Bin(Apq.sin(pD,ApC).pA.pC.pD, 
solpABC = :^P.(ABC) = lsiii{Ape).Bin(pBpApC).jfA.pB.pC, 
solpABD=i ^P.{ABD) == isin(BpD).sin(pA,BpD).pA.pB.pD, 
sol. pBCD = I P • (BCD) s= ^ sin (BpD) . sin (pC, Bp£>) .pB.pC.pQ; 

substituant^ dans la relation 4^]a trQuv^e ci-dessus^ lesproduits 4es sinui( 
tir^s de ces derniereSy et simplifiant^ iL viendra 

nouvelle relation qui est projective suivant les principes pos^ art 45« du 
Traitö des propri^t^s projectires, et de laquelle on en d^duiroit 
plusieurs autres «n remplagant les rapports d'aires trian||;ulaire8 par ceux 
des lignes de la figure ABCD. Contentons nous de remarquer que pui^ 
qu*on a 

pA^px + Acc, pB = pß + J3ß, pC=^py+ Cy, pD = p^J^DS, 
on peut de nouveau la transformer en celle-ci^ 

qui jouit de la nsSoie propri^te, et a de plus Tavantage de demeurer ap- 
plicable au cas oü le point p est cense a rinfini; eile devient effectiFe- 
mens alors^ 

(ACD).Bß'\-(ACB).Di z=:: (BAD).Cy+(BCD).Aa, 
comme il seroit aisö de le y^rifier directement pour ce cas particulier. 
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Ces direrses relations sont enti^rement analogues ä Celles ^i ont 
it£ exfOHies dans le texte pour le cas du plan^ et donnent Heu k des con« 
fdqiieiices et ä des rapprochemens qu'il est facile de döriner et sur les* 
qiiielles il est peü nööessaire d'insister. 

Note deuxi^me« 

Snr les relatioias lineaires projectives entre les distances de 

points xangös sür tme xndme droite, et les fonnnles 

trigonametriques qui en derivent* 

Arant de terminlnry je crois devoir pr^enter^ ä Toocasion des re* 
cherches qui sont le sujet de ce memoire ^ une Observation {;ön^rale et 
trös importante^ sur la quelle je n*ai pas suifisamment insistö dans le 
Traitö des propiätös projectives des figures; c*est qu'il n'es^ 
pour ainsi dire^ aucune relation m^trique, entre les distan- 
ces d*une figure, qui ne puisse ^tre propos^e, gön^ralisöe ou 
transformöe d'une maniöre conVenable pour satisfaire aux 
conditions particulierea de projectibilitS indiquöes aux 
art 9., ICL et 45. de oe trait^^ et rappelöes No. 18. du präsent 
memoire« 

On en a tu un grand nombre d'exemples dans Tun et dans Tautre 
de ces ^rits^ mais il n'j ont iii amen^ en quelque sorte^ qu'incidentel'» 
lementy et Ton n'a nullement insistä sur les principe« et les moyens qtii 
ponrroient y öonduire directement ou g^n^ralement. 

Or ces moyens 9 cömme on a du s'en apercevoir, consistent princi- 
palement dans les suivans, 1) se servir des relations qui exprimenft la 
juxta- Position on la contiguitö des distances rangees sur une möme 
droite^ pour transformer la relation proposöe en une autre qui satisfÄsse 
aux conditions dö]4 eitles ^ en introduisant mdme, si cela est n^essaire^ 
de nouveaux points parmi ceux de la figure^ 2) restituer^ par la pens^e^ 
les points qui^ dans le passage de la figure gön^rale k celle qu'on äxa* 
minO) ont pu s*äloigner ä l'infini en faisant ainsi disparaitre, par suite 
de leur ögalitö^ certaines distances qui multipliaient ou divisaient les 
termes de cette derni^re relation f 3) chercher enfin k r^tablir ces di- 
stances dans la relation 9 sans la troubter et de fagon que, sous sa nou- 
velle forme^ eile satisfassa aux conditions prescrites^ et devienne par con- 
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^qutBt Applicable aux projections centrales ou perspectives de la figure 
ninsi modifiöe par la restitution des points k Tinfiiii. 

Le prämier de ces moyens convient particulierement aux relations 
et aux figures que^ par leur nature g^n^rale^ on reconnalt dtre essentiel- 
lement projectives^ quoique^ dans leur ^tat actuel, elles ne saiisfassent pas 
aux conditions particuli^res qui viennent d'6tre indiqu^es; les autres con- 
Tiennent principalement aux relations et aux figures qui^ ayant une forme 
tout a fait particuliere et döterminöe, ne sauroient la conserver en per^ 
spectire ou projection centrale: les art 17. et 20. de ce memoire nout» 
ont offert des exemples qui se rapportent au premier de ces moyens ^ et 
TarL 21. en contient un seul qui se rapporte aux derniers; mais la th^o- 
rie du centre des moyennes distances eüt pu aisöment en foumir un 
grand nombre de qette sorte* Enfin il est des relations et des figures quc 
permettent l'emploi simultati^e de ces deux moyens; et^ parmi ces rela- 
tions> Celles qui expriment la juxta«position des distances rang^es sur 
«ne möme droite sont, sans contredit, les plus simples et les plus re 
marquableSy outre qu'elles sont susceptibles de conduire « des principe.« 
de trigonom^trie aussi beaux qu'^tendus. Je crois^ en cons^quence^ de- 
voir choisir oes relations particülieres pour nouvel exemple propre ä 
eclairer les applications des preceptes qui pr^cedent^ d'autant plus qua 
ces sortes d-identitös jouent un r6Ie n^oessaire et fort important parmi 
toutes Celles qui peuvent en . g^neral apparteiiir aux figures« Observons 
d'ailieurs» une fois pour toutes^ que dans le cas dont il s*agit, oü tous les 
points sont sur une mdme droite^ les conditions de projectibiliti se rödui- 
sent simplement k ce que les difförens termes de la relation proposöe 
renferment les mdme^ lettres, ou qu'en considdrant ces difiiSrentes lettrM 
comme autant de quantit^s simples , elles puissent disparoitre comme 
facteurSy seit dans chaque terme s'^par^ment^ seit dans Tensemble de 
tous les termes (vtoy. les Nr. 9. et suiv* de Touvrage dejä cit^). 

Cela posö^ considerons d'abord trois points quelconques A^ Bp C 
(Fig. 19.) situ^s en ligne droite^ on aura/ pour la position actuelie de 
ces points 

AC =: j4B + äc; 

relation qui^ sous cette forme^ ne satisfait pas aux conditions ci-dessus, 
quoiqu'elle subsiste bien ävidemment dans les projections centrale* des 
points de la figure sur une droite arbitraire fiU. 



22m J>i V. ^onetletf MAnoirt mr la untm dt moyennes hanmonifpus 269 

Pour la transformer an nna autra qui satisfasaa k oe§ oonditioiis, 
nous charobaronsi an pramiar liau^ k y introduirat ^lon ca. qui a ^tö 
prascrit ci-dassusy qualquas uns das segmens qui se rapportent au point 
aitüö k rinfini sur AC, point* qua nous repr^sentarons par P, at cala de 
maniire k ne pas troubler Vi^tditi* Or c'ast k quoi Ton parvient övi- 
dämmen t an multipliant chacun des termes de cette relation par celui 
des segmens ihfinis at ögauz PA, PB, PC, qui n'appartient a aucun des 
points relatifs ä ce terme* Cetta relation se changera ainsi an cette autrei 

AC.PB = AB.PC + BC.PA, 
dont les diff<ärens termes renferment les mdmes lettres; et Ton voit aussi 
comment il faudroit agir pour pr^parer, de la mSnia maniire^ toute re- 
lation linöaire du premier degr^ entre les simples distancaS: de points 
rang^ an ligne droite« 

Sous cette nouvelle forme d'ailleurs^ la relation qui pr^ceda n'ez- 
prime övidemment rien de plns que celle d*oü eile provient^ attendu qua 
le point P est cens^ k Tinfini* Mais ätant projective, eile ne devra pas 
cesser d'ayoir lieu en mettant les points A, B, C et P en perspective sur 
la nomrelle droite arbitraira pn^ k partir d'ün point quelconque S; on 
aura donCf en nommant a, 6, c et p les nouveauz points, doot le dernier 
appartient övidemmant k la projetante pS parallele ä ACp 

ac.pb ^=si abppc^ bcpa, 
relation qui a lieu, de la mdme mani^re (18.), entre les sinus des angles 
projetans relatifs ä cbacune das distances qui y entrent 

On pourroit croire qua cetta relation est simplement relative k 
una certaine position particuliira ie p k l'^gard da a,, b, C} mais il est 
facila de prouver le contraire; car ayant choisi, ä volontö, un tel point 
sur una droite abc, on pourra toujours mettre la figure en projection sur 
une autre droite AC^ de fagon que p passe ä Tinfini, puisqu'il suffit de 
prandre AC parallele ä la projetante Sp de ce point ^or la relation ci- 
dessus, qui est pojective, sera satisfaite naturellement pour la projection 
AC^ donc eile aura pareillement lieu pour la droite ae, quels que soient 
les points 0| b, c, p. 

Voyons maintenant comment, par des transformations convenables, 
Aous aurions pu arriver directement a la relation dont il s'agit en par- 
tant de calla acz:^Qb^bc qui n*en est qu'un cas particuUer relatif a 
rhypotb^e oü P seroit k rinfini. 

Cr^lle's JouroiU lU. BiL 3. Hit 35 
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A cet efTetf multiplions T^^ation aczsscb^fie par In dislance 
pbf OQ aar« subcemvamfint» pour la ppyititm actuelle ie Of i^ c et p: 
ac.p6^ssab.pb'{'bc.pb^sa^(pc — be)'^b€(pa'j*ab)ts^ab,pc'!\^bc.paf 
qui est pr^is^ment celle qui a iU> ohtBjSiW ci-devos par XLn% vQia tr^ 
diff^rente. 

Saas nous an^Ster longuemeat aux catf partiooliers^ nous con$id^ 
reroQS de suite un nombre quelconque de poiDti Of b^ e^ d, m$ n^ rang^ 
sur une m^me drolte; il est övident qu'il existera entre les diatanoes de 
ces points» pris trois a trois» quatre k quatre» etc.^ une infinit^ de rela- 
tions pHrement lineai res et Evidentes ^ tdles que celle ac^=^ab '{^ be qui 
Tient de nous occuper pröcödemment ; or^ ai Ton prend arbitrairen^ent 
un Qouveau point p sur la droite en quc[Stion^ il sera tr^ ais^^ d'apres 
ce qui pr^c^de, d'en deduire, sur le champ, un ^gal nombre d'autres rela- 
tions plus gen^rales et jouissant de propri^tös analogues ä Celles de la 
transformee ac.pb ss ab.pc ^ bc.pa. 

Par exemple, ajant pour la position actuelle des points a^ b^ c, dp 
Wf iiy la relation g^n^rale 

an T=:ab'\*bc-{'Cd....'-\^mnp 

ou en concluera la suivante^ en multipliant chacun de ses termas par le 

produit des segmens rdatifs au point p et ä tous oeux des proposde qui 

n*appartiennent pas ä ce terme> 

an(pb.pc.pd....pm) s= ab(pc.pd....pm.pn)'\'bc(pa.pd»^9.pm.pn) 

^ cd (pa^pb..*.pm.pn)^.*.»'^mn(pa^pb.pc.pd ..•.). 

II est Tisible^ en eflfet^ que cette relation remplit toutes les condi- 
tions prescritesy et peut s'ötablir par les mdmes mojens et donner lieu 
aux mdmes röflexions que celle que nous arons trouv^ pour le cas par- 
ticulier de trois points. 

Pour la justifier a posterior i^ nous la mettrons sous cette forme 
beaucoup plus simple, en divisant chacun de ses termes par le produit 
de tous les segmeus relatifs au point p et aux diff^rens points proposös^ 

an ah . bc i cd ■ mn 



"H rr~rr "r rr~rj* • • • + 



pa^pn pa .pb*^ pb .pc pc»pd '* ^ pm.pn^ 

et, en effet. on est imm^iatement conduit ä la relation suivante 

pn^^pa ^___ pb — P^A^P^ — pb^^pd-'^pc ^ p n — p in 

pa.pn pa.pb pb>pc "^ pc*pd **' pm,pn 

qui, en eflfectuant les divisions partielles, se r^duit «^videmment ä une 
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•ilnple identitd entre les diyersM r^ciproqQM des distanöes po» }>&> p^» 
Cette remarques a laquellä on n'eüt pfeut-6tre ptis simgA tons ce qui pr^ 
cMe conduirait ögalement auz diverses autres relations analoges ä celle 
^blie ci-dessus: ainsi^ par exemple, on auroit« k ^tant le nombf*^ dies 
points propos^s a, b, c, . ^ . . m^ n^ 

th^r^yan ah | ac | | am |^ um |^ . nc i^ 71 6 



pa.pn fa^pb ' pa.pc ' ' pa.pm. ' pn.pm ' ' P^:P^ /m.^* 

All surpIuSy les relations pr^c^dentes ayant lieti pour des points quelcon- 
ques rangös en ligne droite^ doivent Stre soigneusement distinguöes de 
Celles qui expriment des conditions particuli^res^ propres a faira trouver 
nn ou plusieurs de ces points, k Taide de certains autres supposös donn^, 
Elles ne sont, en derni^re analjse, comme on voit, que des sertes d'iden- 
titös exprimant et la juxta-position des distances qui y enti^ent, et 
leur Situation en ligne droitej mais, en ce sens mdme, elles sont tr^s 
dignes d'Stre remarques pour les consöquences qu'on en peut döduire, en 
göneral, soit par rapport aux autres relations projectives entre les di- 
stances, seit relativement ä Celles qui ont lieu entre les lignes trigonom^- 
triques des arcs et des angles^ car il est Evident que, puisqu'elles satis- 
fönt toutes aux conditions des Nr. 9. et suiv. du Traitä des propri^t^s pro-^ 
jectives rappel^es art. 18. de ce memoire, elles doivent subsister egale- 
ment, et sans conditions quelconques, soit entre les sinus des angleb for- 
tnis par un nombre quelconque de droitcs Sa, iSb, Sc, * . . . passant par 
un m^me point S, soit entre leS sinus des aros o^b\ b'c', c^d', • •• • qui 
mesurent ces angles sur une circonferenoe de cercle ayant pour centre 
le soinmet commun S de tous ces angles. 

Ainsi, par exemple, on aura enfM ces diff^rens sinus, la relation 
tres g^n^rale 

sin (a'n') 

%in (/)' a') . 8in (p' n') 

^iJnafV , üxkh' c' I I ÜQwfn' 



~ 8in(aV) .8m(p'60 ~ ma^p'b') .^m{p' c') '^"* * ^ sin (p^m'). sin (p'nO 

qu'on peut changer en cette autre, en rapportant tout a I'origine com- 
mune p' des arcs, 

8in(p^w^ — p'a') 
sin (p^ a^) • sin {p'n') 

— sin(p'y— P'qQ , sin(p^c^~p^60| , . 8in(p^n^— p^mQ ^ 

~ sin (p'aO. sin (p' 60"*" sin(p'6').Ma(p'&0 »*'» tP''^')-««»(p''»0^ 

35* 



et qai comprend, toos* cette imuTeDe forme^ comme cas particuliers» prts» 
^e toutes les formales fondamentales de la trigonomötrie^ ainsi qu'on 
peut le toir par les articiee 139.^ 140. et suir« de la Göom^trie de 
Position^ eu cette mdme relation ^n^ale eat expos^ d'a^r&s des pria» 
cipes fort diffSrens de ceux qui pricMent. 

Au sarpluSi on döduirait beancoup d'autres relations non mointf g6- 
B^rales des considörations qui pr^&dent, et en y supposant ensuite cer- 
tains angles ou certains arcs ögaux k un quadrant^ on obtiendroit oellei 
qui concernent les Cosinus etc.; mais je laisserai au lecteur le sein de 
cette investigation et de ces rapprochemens tris curieux^ et me conten« 
terai d'ajouter une derni^re remarque ä toutes Celles qui pr^Ment: c'est 
que les relations entre les simples distances de points rangös sur une 
möme droite^ et qui satisfont aux conditions particuliires d^j4 souvent 
indiquöeSy s'appliquent directement aux arcs de cercle et aux anglea 
quelconques ayant un sommet commun^ et peuvent dtre ^tablies de la 
mdme maniere; de sorte que, pour passer de \k aux relations qui con- 
cernent les lignes trigonometriques, il ne s*agit que de remplacer cbaque 
arc et chaque angle par le sinus qui lui est propre: proposition qui mi£- 
rite particulierement d'Stre remarqu^e des g^m^tres. 

Enfin je ne crois pas devoir passer sous silence une autre Obser- 
vation tris g^n^rale, et qui döcoule immödiatement des No» 18. et 19. du 
Traitö des propriet^ projectives; c'est que >ytoutela thöorie du centre de£ 
yymoyennes harmoniquesi qui se trouve expos^e dans le präsent memoire, 
^^s'^tend imm^diatement aux figures trac^es sur la surface de la Sphäre, 
,,en remplagant les droites indöfinies par des circonfirences de grands 
y^ cercleSi et les distances ou portions de droites par les sinus des portions 
,, correspondantes de ces circonf&rences." 
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Kann von zwei dreiseitigen Pyramiden eine jede in 

Bezug auf die andere um- und eingeschrieben 

zugleich heifsen? 

(Vom Herrn Trof. Möbius zn Leipzig.) 



Utiüf wenn ein Dreieck in ein anderes eingeschrieben ist^ dasselbe 
Dreieck nicht auch um das andere umschrieben sein kann^ ist offenbar. 
Und eben so scheint es auch durchaus unmöglich, zwei Pyramiden bu 
construiren^ yon denen die Spitcen der einen in den Seitenflächen der 
andern und umgekehrt die Spitzen der andern in den Seitenflächea der 
erstem liegen. Auch ist diese Forderung in der That unerfüllbar, wenn 
die Spitzen einer jeden in den Seitenflächen dei^ anderen selbst, nicht in 
den EiTweiterungen derselben begriffen sein sollen, indem dann die einge^ 
schriebene Pyramide immer die kleinere, die umschriebene die groTsere 
ist Es schwindet aber das Paradoxe der Forderung (bei den Pyrami* 
den, -— nicht bei den Dreiecken), wenn diese Beschränkung aufgehoben 
wird, und die Spitzen der einen auch in den erweiterten Seitenflächen 
der andern liegen können* Heilsen nämlich ^, J7, C, D die vier Spitzen 
der einen, und F, G, ff, / die vier Spitzen der andern Pyramide, sc 
lafst sich darthutt, dals die acht hierzu erforderlichen Bedingungen* 

h J in GHI, V. F in BCDy 

n. Ä in HIF, VI. Gin CDA, 

IIL C in IFG, VII. H in DAB, 

IV. B in FGH, VIII. / in ABC 

sehr wohl neben einander bestehen können, und überdies noch, dafs jede 

dieser acht Bedingungen eine Folge der sieben übrigen ist. 

GiS sei mir erlaubt den Beweis hiervon mit Anwendung meines 
barycentrischen Calculs zu führen, wo sich die Sache folgendergestalt 
symmetrisch und einfach behandeln läfst. — 

Weil der Schwerpunct dreier Puncto mit ihnen selbst immer is 
einer Ebene liegt, und weil jeder Punct einer Ebene als Schwerpunct 
irgend dreier anderer Puncto der Ebene, die nicht in einer Geraden He-' 
gen, genommen werden kann, so schreibe ich, um die Bedingung I. aus- 



EudruckeDi \ironach A ein Panct der Ebene GHI sein soll: 

aA z=i aG + a'H + a''L 

Hierbei sind hämliöfr a^ a% ä" die Gewichte, womit die Fbncte 
Gy H^ 1 belastet werden müssen , damit A der Schwerpnnct dei^lben 
wird, und as=c + c' + 0'' das Gewichty welches^ in A angebracht, die- 
selbe Wirkung, als die drei einzelenen öewichte in G^ Hy /, hervorbringt. 

Auf gleiche Art werden die iBedingungen tl* , III. , IV. durch die 

Gleichungen ßß ^ bH + b'I +b"F, 

yC = cJ + c'F+ c"G, 

ausgedrückt. Sind nun die Puncte F, G, Hf I mit ihcen Gewichten 

oder Coeffieienten a, a'y a"y b, . ... d'* gegeben, so sind damit aueb die 

Puncte Af B, C, D bekannt » und es fragt sich jetzt, ob jene Coefficien- 

ten sich so bestimmen lassen, dals auch die Bedingungen V*#«e* VIII. 

erfüllt werden. 

Man setse deshalb, weil nach V.y F ein Funct der Ebene BCD 

sein soll: 

iF:=zfßB+fyC+f'^D, 

vfo f, f, ß' zu bestimmende Coeffieienten sind. Substituirt man in die« 
ser Gleichung die Werthe von ß^, yC,,SD aus den vorhergehenden, so 
komnoft, nachdem man gehörig geordnet hat: 
a --fb''-/c^-/'d)F = (SC'+f'd') G 4. (f'd''+fb) H + ify +f€) I. 
Diese Gleichung drückt im Allgemieihen aus, dal^J^in der Ebene 
GHI liegt, so lange wenigstens, als von den Coeffieienten der Puncte 
G, Hy I nicht jeder einzeln =Oist, indem, diesen Fall ausgenommen, 
die Lage von F gegen G, Hy I in der Ebene dieser Puncte durch ^e 
Verhältnisse zwischen den Coeffieienten derselben immer bestimmt ist. 
Da nun Fy G, Hy I nicht in einer Ebene liegen, sondern die vier Spitzen 
einer Pyramide sein sollen, schlielsen wir, dafs 

/c"+/'d' = 0, /'rf"+/4 = 0, fb^+fe = 0, 
und hieraus ergiebt sich nicht nur das gegenseitige Verhältnis zwischen 
fy fy f'y sondem auch nach Elimination dieser Coeffieienten die Bedin- 
gungsgleichung 

1) bcd' ^ ^bWd"y 

wenn F in BCD liegen soH. — ^ Auf eben die Weise fuhren die Bfedin- 
g\ingen VI., V^L, VIIL zu den GieichungeL; 
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2) 


cda' = 


= '-e'd"a". 














3) 


dab' = 


= —d'a"b'\ 














4) 


abc^ = 


- ^ß'b"c". 










Es 


giebt aber das Product sowohl aus der GI< 


»icbung 1) 


ia 


3), 


als 


in 


4): 




abcd = 


= a"b"c"d". 











woraus man ersteht, da(s von den vier Gleichungen 1) • • 4) eine jede eine 
Folge ans den drei übrigen ist Sind mithin die Bediogujtigeqi I.^ • . • lY«, 
und noch Ton den Bedingungei} V.^ • • VIIL irgend drei erfüllt^ so ist 
es damit auch die vierte der letztern; und da durch Vertauschung der 
beiden Pyramiden auch die Bedingungen I. , • . ly. und V« , • • VIII. ge- 
genseitig in einander übergehen, so schlielsen wir^ dals wenn von allen 
acht Bedingungen irgend sieben erfüllt sind, damit auch die achte besteht. 

Ist demnach eine Pyramide ABCli (Fig. If T/if- IV.) gegeben, so lälst 
sichi eine zweite i^i//» welche der erstem zugleich ein- und umschrieben 
ist, etwa folgendergestalt construiren. — IVJa^ lege durch die Spitze D der 
Pyramide ABCD eine Ebene, welche die Kanten BCy CA, Äff in A', B', C 
schneide. In dieser Ebene sei nach IV. die Seitenfläche FGH der Py- 
ramide FÖH/ enthalten. Weil nach V., F zugleich in i^r^hewBCpA^ 
liegen soll, so wird F irgend ein Punct der Geraden DA^ sein müssen; 
und eben so wird man wegen VI* und VIl., G und H beliebig in DB^ 
und DC^ zu nehmen haben. Vermöge L, II., l}h ist ferner / als der 
gemeinschaftliche Durchschnittspunct der drei Ebenen AGHy BHF, CFG 
zu bestimmen, und es ist somit den Bedingu;igen L, . • • . VIL Genüge 
geschehen. Zufolge des erwiesenen Satzes mufs alsdann, wie es VIII. er- 
fordert, / in der Ebene ABC liegen. 

Statt die drei Ebenen AGH, ... zu legen, kann man zur Bestim- 
mung des Punctes / auch so Terfahren. — Man zi^he GHy welche die 
Gerade A'B'C in F' «chneide^ so ist F" ein Punct der J&bene ABC, und 
folglich AF* der Durchschnitt der Ebenen AGIi und ABC, worin / lie- 
gen muls. Eben so ziehe man HF, FG, welche A^B^G in 6r', H' sobnoi- 
den, vnd es muGs /auch in fi6^, CH' enthalten sein. Die drei Geraden 
AF', BG'y CW müssen sich folglich in einem Puncto, nämlich in /, 
«chneiden. 

Hieraus fiielst zugleich folgender nicht uninteressant^ Satz: 
ABC, FGH sind zw^ Dreiecke, ÜJ^ eine gerade lanioi w^che mit je- 
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dem der beiden Dreiecke in einer Ebene liegt^ also die Durcbsohnittslinie 
der beiden Dreiecksebenen» wenn die Dreiecke in verschiedenen Ebenen 
liegen. Wird nun MN von den Dreiecksseiten BC, CJ, jiB, GH, HF, 
FG resp. in J', B', C, F', G\ H' geschnitten und begegnen sich A'F, 
B'G, C'H in einem Puncte D, sa treffen auf AF^, BG\ CH' in einem 
Puncte / zusammen* 

So wie dieser Säte eine Folge des Vorigen ist, so kann man aus 
ihm auch umgekehrt jene Eigenschaft der Pyramiden selbst herleiten. 
Es lälst sich aber dieser Säte, unabhängig von dem Vorhergehenden, mit 
Hülfe eines andern Theorems (Bar je. Caicul, §. 291.) und seiner Inverse 
darthun, wonach, wenn die drei Spitzen eines Dreiecks FGH mit einem 
vierten in der Ebene desselben liegenden Puncte Z> durch Gerade ver- 
bunden werden, und wenn eine beliebige andere Gerade MN der Ebene 
von den Seiten des Dreiecks GH^ HF^ FG in ^, G', W und von jenen 
drei Geraden DF, DG, DH in A', B', C geschnitten wird, — das Pro- 
dcict aus den drei Verhältnissen 

{G'AUH'A')(H'B':rB')iF'CiG'(r) == j ist. 

Denn eben so muls auch, mit Anwendung der Inverse^ vreil BC, 
CA, AB die Linie MN in A', B\ O schneiden, und weU AE", BG\ CH' 
in einem Puncte / zusammen kommen sollen, 

(B'F':C'F^(C'G':A'G')(A'H':B'H') = l sein. 

Diese Gleichung ist aber mit der vorigen identisch. 

^usats. Obschon es durchaus unmöglich ist, swei Dreiecke su 
constmiren, von denen ein jedes in das andere eingeschrieben lud folg- 
lich auch um das andere umschrieben ist, so lädt sich doch bei mehr- 
seitigen Vielecken diese Unmöglichkeit nicht ohne vorangegangene na* 
herer Prüfung behaupten. 

Seien s. B. A, B, (7, D (Fig. 2.) die auf einander folgenden Spitsen 
eines ebenen Vierecks; a, b, c, d vier durch sie resp« gesogene Geraden, 
so bilden diese ein um ABCD umschriebenes Viereck, dessen Spitsen 
die Durchschnitte von a mit 6, von b mit c, etc., oder, wie ich der 
Kurse wegen schreiben will, ab, bc, cdj da sind« Soll nun dieees Vitfteck 
sugleich ein eingeschriebenes sein, so muls ab in einer der Seiten von 
ABCD, und swar in CD, liegen, wenn nicht die Seiten des einen Vier* 
ecks mit denen des andern eum Theil susammenfallen sollen. Eben so 
muls bc in DA, cd in AD, da in BC liegen; Man denke sich daher 
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die Linien «^ if r, d resp. um A, B^ C^ D sich drehend} m wiUkuhrlichi 

b dergestaltf dafii derPunct ab in CD fortrückt j c ao^ üt^Säbe in M), 

und d w, dafii cd in JB fortgeht. Der Punct ad wird akdann eine 

Cnrve beschreiben > und wenn er dabei einmal durch die Gerade BC 

gehtp so wird das in diesem Momente von den Linien a^ b, c, d gebil* 

dete Viereck zugleich ein eingeschriebenes sein. 

Um nun die gedachte Cunre und ihre yieÜeicht möglichen Durchs 

schnitte mit BC zu finden^ so setce man suerst, weil D mit ji, B, C in 

einer Ebene liegt: 

iD = Ä^ + ßB + yC, 

oder kürzer^ wenn man hier und in dem Verfolg der Rechnung für »A^ 

ß£, yC, SD schlechthin J, B, C,^D schraibt: 

Jt+B+C + D =s 0. 

Man bezeichne femer die Puncto a6, bc, cd, da mit F, G, H, I, 
und setze, weil F in CD liegen soll: 

F= C+xDs 
(oder yielmehr fFsszyC^^xSD, wo /=y — iJx ist, und y, — Sx die 
Gewichte sind, womit die Puncto C, D belastet, F zu ihrem Schwer- 
punct haben* Eben so aber, wie Torhin in C und D die Coefficienten 
y und — Sf so wird hier in F der Coefficient / mit eingeschlossen ge- 
dacht. Dieselbe Bemerkung gilt auch für die in der Folge TorkonimeQ» 
den Buchstaben G, H, I. (Baryc* Calc« §. 335. etc.)} 

Substituirt man für (7 seinen Werth aus der Torhergehenden Glei- 
chungy so kommt: 

und 

F+B = -.^ + (x— i)D =B Gy 

weil G der gemeinschaftliche Punct von FB und AD ist Dies giebt 

weiter: 

G = _^ — (x — i)(^ + B + C), 

G +(x— l)C = — x>f — (x— 1)B = By 
weil GC und AB sich in H schneiden; 

if ^ — x^ + (x— i)(^ + C7+i)) == — ^ + (x— 1)(C+D) 

= -.^+(x— l)D + (x— 1)(F— xD), 
H+(x— l)*D == ~^ + (x— 1)F= /, 
als dem Durchschnitte von HD mit AF^ 

/= B+C+Z> + (x-.i)((7+xD) = B + xC + (i — x + x*)!). 

Crclle*fl JonrouL III« nd. 9. Htt. 36 



* • ' .. 
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I ittfi abo der Schwerpunct der Puncto B, C^ D mit GewiohteBf 

die «ich wie l:x:l — x + ^ (oder vielmehr wie ß:yxr-i5- J(l— x+^) 
so einander verhalten. Lä&t man nun F (oder a b) in der Geraden CD 
sich fortbewegen > so erhält x nach und nach alle mSgUchen Werth^ 
und alle die damit sich ergebenden Sohwerpuncte / (oder ad) liegen in 
einem Regelschnitte (B* C. $. 130.). Dieser Kegelschnitt kann aber der 
BC nicht begegnen^ oder^ was dasselbe ist: / kann niemals mit B und 
C in eine* Gerade £u liegen kommen^ weil Aet Ausdruck von / durch 
B, C, D sich niemals auf B und C allein reduciren kann. Denn för kei- 
nen möglichen Werth von x kann der Coe£Scient von D, 1-— x-f-^^sO 
werden. 

Es ist folglich auch nicht möglich ^ dafs von swei Vierecken ein 
jedes dem andern zugleich ein» und umschrieben sein sollte.— Auf Viel- 
ecke von mehreren Seiten habe ich die Untersuchung nicht ausgedehnt. 



Anzeige einiger Fehler und Verbesserungen in meinem Aufsätze über Vielecke im 

KreisOi im ersten Hefte des dritten Bandes. 

Seite 7 Zeile 18 v» o: statt d« b. liet und folglich die Summe aller m B5gen. 

— 8 — 8 T. o. statt ungeraden lies geraden. 

— 11 — 7 ▼. u. statt 16 lies 10. 

— 14 — 12 V. o. statt sia|(«-f ^••••) lies sin|(— ft^j9.t,.}, 

— 15 — 9 T. o. MuUipIicirt man )e Bwei unter einander geschriebene Factoren etc. 

Dies pafst nicht mehr gans, da die Formel in den vier ersten ZeBen die- 
ser Seite im Sfannscript nur swei Zeilen einnahm* 

— 16 — 6 V. u. statt nach lies ffir» 

— 16 bei der lesten Formel lies IV^ sUtt VI^. 
— ' 18 Zeile 16 v. o« statt vor lies tou. 

— 22 — 15 ▼• u. setze for das Zeichen -*. 

a 

-* 29 <— 9 T. u. stiitt aus dieser Gleichung fSr das Vieleck lies: aus dieser 

Gleichung, aus der Gleichung fflr das Vieleck. 

— 34 — 2 V, u. statt — «etae ae. 
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24. 

Beweise des Lehrsatzes No, 16' im 2^ Heft des 

3. Bandes dieses Journals. 



16. Juehrsats. Bekanntlich können die Seiten eines Dreieoka oder 
ihre Verlangerungen von 4 Kreisen berührt werden. Ist das Dreieck 
rechtwinklige so ist der Radius des Kreises über der Hjpothenuse so 
grols als die Summe der Radien der 3 übrigen Kreise, und femer: Bei 
dem bekannten Pythagorischen Dreieck, dessen Seiten durch irgend eine 
Längen - Einheit gemessen, 3, 4, 5 sind: sind die Radien jener Kreide 
durch die nemliche Einheit gemessen, 1, 2, 3, 6. 

(Erster Beweis Tom Henm Frofessor Dr. Lehmus su Berlin.) 

Bezeichnen a, 6, c die 3 Seiten eines Dreiecks; S den Ausdruck 
a -f- i + c; ji den ä + ^ — «,• B den a + ^ — Ä> C den a + ä — es q 
den Halbmesser des Kreises im Dreieck, a den aulserhalb des 
jenseits o, ß den jenseits 6, 7 den jenseits c, so ist 

B+7 "" BC "~ a*— (6— c)» "" (a*— 6*— c*+2ftc)' 

also, weil nach der Voraussetzung o* ss &* -|~ ^ ^^^ ' 

1 . 1 



— 4- — 



a 



Ji._ JL — j?. 

A S '^ hc' 
1 1 ^ I i.. 



Eben SO erhält man 

und folglich 

A^ S ~ B ' C 
also auch, wenn F den Inhalt des Dreiecks bezeichnet, 

_2F _ 2F , ^ , 2F 

Nach §. 303* meiner Geometrie ist aber 

2F 2F r. 2F 2F 



X 



e = -c-^ ß — -B-^ 



A' ^ -^ S ' ^ — B ' ^ C 



uünd f elgtich 

« = ? + ß + y- 

Verhalten sich ferner Q9 by c wie 5, 4, 3» so geber « diese Formeln 

sogleich, weil F=6 ist: ass6, ßss=3, y = 2, ^ss 1. 

36* 
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(Zweilar Beweis tob Harm Rtwgr^ StocL pbiL n Beilui«) 

£1 sei ^AC? (Fig. 3. Ta£ IV«) das gegebene bei jt rechtwinklige 
Dreiecl^ 4««en Seiten^ den Winkeln ji, B^ C gegenüber, Of b, c Min mö- 
gen* Die Mittelpuncte Of 3tp P, IV der Kreise, welcbe diß Seiten dee 
Dreiecks und ihre Verlängerungen berühren, liegen in den Durchschnit* 
ten der geraden Linien JOp BO, COf MN, NP und PJf, welche die 
Winkel bei J^ JB, C halbiren. Zieht man von den Mittelpuncten if, P, 
A; O nach den Berührungspuncten D^ Fs Z, G; T^ Qs 9% U die Ra- 
dien MB, MF, PZy PG, NT, NQ, OTT, OU, so erhält man, wie leicht ni 
iahen, die 4 Quadrate ABMF, AGPZ, ATNQ, AJFOU. Es sei 
MDoierAD=a, GPoderAG=ß, IVToierATzszy, MTO oüer A^= ii 

Nun ist 

AD + AF = <jlAD = DB + CF+b-i^e, 

und da, wegen der Congruens der Dreiecke DBM, BMF und FMCp 

CMF, 

DB + CF^zBF + FC =2ü 



ist, so ist auch 
und folglich 

Eben so ist auch 
also 



und folglich 



2 AD s a + b + c, 

LB + BG oder 2BG = o + ä + c, 
BG =s ^^"^"^^ 

BG-^AB oder JG = i±|±£— c^ 



2 

also 

2) (J = £+*-:^^ 

Gana auf dieselbe Weise erhält man 

3) ^7' = y = 2±J=±. 

Endlich ist auch 

AfF-\-AÜ = 2^;5r= hJ^c — ifFB-i^üC) 

oder, da /;^1? = BY und i7C = YCy al«o ^TB + ÜCzs^u, 

flAfr^ b'\-c~-a, 
mithin 

4) ^;5r«^=:5±V=^. 
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Addirt man aim die AiudrHcke (^ 3« 4e.\ no «rgiebt sich 

Nach (1.) bt aber auch 

^ •+^+g 

« 2~* 

folglich 

» = ß + y + ^' 

Für das Pythagoraisoha Dreieck ist 

( Dritter Beweis , nebst einigen Zusätzen ; ran einem Ungenannten. ) 

ABC (Fig. 4. Taf. IV.) sei ein beliebiges Dreieck^ dessen drei Seiten» 
den Winkeln A^ By C gegenüber^ a, b^ c sein mögen. Der Halbmesser des 
Kreises P, welcher die 3 Seiten des Dreiecks innerhalb berührt t sei r.. 
Der Halbmesser des Kreises Qj welcher die Seite a außerhalb und die 
Seiten b und c innerhalb berührt z%j r^. DE berühre den Kreis 0^ und 
sei mit BC parallel. Alsdann sind die Dreiecke ADE und ABC ähnlicht 
und wenn man27JE! = /i«a setzt, so i&lAE^sznb uni AD zszne. Nun ist^ 
wenn man den Inhalt des Dreiecks ABC durch A bejseichnel^ bekanntlich 

i _ 2A 

Eben se ist ^ 

2A/I» 2äA 



2- r. 



'^ n(a4-^ + ^) a+^+ö* 

weil der Inhalt des Dreiecks ADE = ^r^A ist. Der Inhalt des Vier- 
ecks BCDE ist aber gleich {rf — 1) A, und durch r» ausgedrückt ^ weil 
JB2?s=<n— .i)c, «?£=:(/2 — i)i, BC^a und DE = na ist, 
3. 2(/i*— l)A= r,[(/2+i)a+(/i— i)i+(n— l)c]=r.[Ä(«+i+c)— (Ä+c— o)]* 
Hierin den obigen Ausdruck (2.) von r^ gesetzt, giebt 

2(/i*~l)A = -2l^_.[/i(a4.Ä + c)--(6 + c-ö)], oder 



.a , a « Z>+c — a 



/2*— 1 =n' — n. 



woraus 



also 



a + b-^c^ 
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5 r— 2A_ 
^- ^^ — i^c^a 

folgt. Ganc auf dieldbe Wei^e findet man^ wenn man die Halbmesser 
der Kreise 9 die b und e anüserhalb berühren , r^ ond r« sefst^ 

_ 2A _ 2A 

Zusammengenommen also ist 

a 2A _ 2A _ 2A _ 2A 

^- ''^ — iipr-f;' **• — b+c—a* * "^ ^r+T— 6^ ''^ ~ a + 6— c- 

Man gebe diesen vier Ansdrücken das Product ifirer Nenner, welches 
nichts anderes ist ab 16 A% snm Nenner, so gehen sie in folgende über: 
8Ar, = (a+c— i)[a— (c— i)](Ä+c— c) = («•— c»— ä»+2cä)(ä+c— c), 
'8Ar. = (a+c— Ä)[c— (c— Ä)](a+Ä+c) = (ö*— c*— *«+2cÄ)(a+Ä+r), 
«Ar, =s (a+6+c)[a-^(Ä+r)](c~a— Ä) = («•— c^— ^— 2c&)(c— a— 6), 

Gesetzt nun, das Dreieck sei bei A rechtwinklig, so ist ii*=5 6*-f.^ 
und 2cb iat alsdann gleich 4A« In diesem Falle also gehen die vor- 
hergehenden Ausdrücke in folgende über: 

/8Ar^ = 4a(A+c— c) oder r, = i(b+c^^a), 

l8Ar. s= 4A(a + 4 + ^) oder r^ =^ i(i + e+a), 

**• \8Ar, = 4A(tf+A— c) oder r, = 4(ä— c+ä), 

l8Ar4 =,4a(ö+c— 6) oder r^ = i(a + e—b). 

Dieses sind £ugleich die Ausdrücke der Radien der vier berührenden 
Kreise für das rechtwinklige Dreieck, und es folgt aus denselben 
unmittelbar, dals rs=r r^-f-rj-f^r« ist, wie in dem Lehrsats behaup- 
tet wird. 

Aus den Ausdrücken (7.) kann man leicht noch einige Ziusatse 
herleiten. 

Es ist nemlioh 

a* == c*-|-Ä* — 2bcco$Jlp 

also 

9. «• — c* — Ä* == T- 2b€ cos A. 

Setst man dieses in die Ausdrücke (7.), so verwandeln sie sich in 

4Arj = bc{l — cos-^(Ä + ^ — ö), 
4 Ar, = Ac(l— cos-^(a+Ä + Of 
4Arj = Äc(l + cos^(a4-6— c), 

4Ar4 = 6c(l+cos-rf)(a + ^— *)• 
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Dieses ^ebt •» B. 

4A(r, + r3 + ''4) == bcla^b + e+oosA(3a — ä— c)] oder 
4A(r, + ''s + r4) = bc(i — oosji)(a + b + c)'^4fabcooB^p 

folglich 9 vermöge des 2teii Ausdrucks (lO.)^ 

4A(r,+r3 + r4) = 4Ara + 4a6cc«rs^ 

oder 

11. r» + ^s + ''4 = ''« + ^X^ cos -^. 

Es ist aber 9 wenn man den Halbmesser des um das Dreieck ^BC be- 
schriebenen Kreises durch jR bezeichnet^ bekanntlich 

12. Ji = |^. 
also ist vermöge (11.) 

ir^»^ r^^ r^ — 4fR cos^ = r,, und eben so 
r/+rg + r4 — 4£ cosJff == rj, 
r» + rg + ''s — 4JRcosC == r4, 
das heilst: Für die Halbmesser des innern und der drei äufseren berüh- 
renden Kreise in einem beliebigen Dreieck ist der Halbmesser eines be« 
liebigen auiseren Kreises gleich der Suinme der Halbmesser der drei 
übrigen Kreise^ weniger dem vierfachen Halbmesser des umschriebe- 
nen .Kreises multiplicirt in den Cosinus des Winkels in welchem der 
einselne berührende äufsere Kreis liegt , oder was dasselbe ist: weniger 
dem vierfachen Abstände des Mittelpuncts des umschriebenen Kreises von 
derjenigen Seite des Dreiecks , die dem Winkel gegenüber liegt, in wel* 
chem sich der äulsere Kreis befindet. 

Wenn einer der Winkel des Dreiecks ein rechter ist, so ist des* 
sen Cosinus Null und man erhält dann den Lehrsatz des Hrn. Steiner* 
Femer geben die Ausdrücke (10.) 

4A(rg+'3 + ''^ = 6c[3a+Ä4-^-t"CO*-'(ö — * — 0] 
oder 

4A(rg + r3 + r4) =s bc(l^cosji)(b + c — a)^tabc^ 
also vermöge des ersten Ausdrucks (10.) 

4A(rtt+r3 + r4) s=s 4Ar, + 4aÄc, 

und vermöge (12.) 

^(r.+ r, + r,) = Ar, + 4AÄ 
oder 

14. r. + rs + '-4 = '•i + 4jR, 
das heiCit: In einem beliebigen Dreieck sind die Halbmesser der drei 
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Sabartn berührenden Kreise sutammen so lang als der Halbmesser des 
inneren berührenden Kreises und der rierfaohe Halbmesser des vmsohrie- 
benen Kreises. 

Wenn das Dreieck rechtwinklig ist, «• B. .bei Jp so ist 4il s=s 2a. 

Also sind im rechtwinkligen Dreieck die Halbmesser der Sulileren Kreise 

susammen so lang als der Halbmesser des innem Kreises und die dop* 

pelte Hypothenuse. Addirt man die Gleichungen (13* 14.X so erhält man 

3(^+rt+r,+r0 » r, + r, + r* + r4 + 4Ä(1 + coSi#+cos5+cosC), 

also den Sata: 

15. r, + rg + ''s + '** «=* 2R(i^ooBji+co$B'{-oo$C). 

Setst man b. B. die erste Gleichung (13.) in (14b), so erhalt man 

^t + '3 + ''4 — 4Äcos-*rf-f-r, + ri = tt + iR, 
oder 

!rs + ^4 SS 2R(i^bosji)p und eben so 
r.+ r^ CS 2R(i + cosB), 
r. + '-j == 2Ä(l+oosC), 
Für das rechtwinklige Dreieck giebt, wenn e. B. A der rechte Winkel 
ist, die erste Gleichung (16.) den Satc, dab die Halbmesser der äulseren 
Kreise, welche die Katheten berühren, ausammen so lang sind, als die 
Hypothenuse, was auch folgt, wenn man die 3* und 4. Gleichung (8.) 
addirt Aehnliche Sätse geben die Gleichungen (8.) iiir die Katheten. 
Es folgt aus denselben auf gleiche Weise: 

17. r, + r,s=:Ä, r, + r4=:r, r^ + r^öc. 
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25. 
Auflösung der Aufgaben und ßeweis der Lehrsätze 

5. 6. 7. 8. 9. im Uten Hefte S. 96 und 29. 30. 31. 32. 33. im 
2ten Hefte S. 191 des 2ten Bandes dieses Journals. 

(Von Herm Stad; math. Heinen zu Bodil} 



xiLnfgabe 5. Jeder beliebige Punct in der Ebene eines ge- 
gebenen geradlinigen Dreiecks kann einer der Brennpuncte 
aines Kegelschnittes sein^ der alle drei Seiten des Dreiecks 
berührt Man soll nun untersuchen^ welche Lage der Punct 
in Besiehung auf das Dreieck haben müss«» damit der Ke- 
gelschnitt entweder Parabel oder Ellipse oderHjperbel sei? 

Die Beantwortung dieser Aufgabe giebt der 32« Lehrsatjs des 2ten 
Hefts Bd. IL Dieser Sat2 findet sich auch in Plückers »^Analjt geometr« 
Entwickelungen.* *) Wenn nämlich drei gerade Linien und ein Punct ge- 
geben sind^ so giebt es einen Kegelschnitt , welcher die drei gegebenen 
geraden Linien berührt und den gegebenen Punct cum Brennpuncte hat 
Wir können den zweiten Brennpunct dieses Kegekchnittes unmittelbar 
rermittelst folgenden Satses bestimmen: Wenn man ron irgend einem 
gegebenen Puncto Tangenten an eine gegebene Ellipse oder Hyperbel 
legt, und £wei gerade Linien nach den beiden Brennpuncten cieht^ so 
bildet eine dieser geraden Linien mit einer Tangente denselben Winkel» 
als die andere gerade Linie mit der anderen Tangente. (Bntwik. 333.) 
Sobald nun die beiden Brennpuncte gefunden sind, ergiebt sich sogleich 
die Natur des Kegelschnitties aus dem bekannten SatEe, dals der Ort der 
Brennpuncte aller derjenigen Parabeln , die drei gegebene Geraden be- 
rühren» derjenige Kreis ist» welcher um das von den gegebenen geraden 
Linien gebildete Dreieck beschrieben werden kann. 

Aufgabe 6* Fallet man aus irgend einem Peripherie- 
puncte P des um ein gegebenes Dreieck beschriebenenKrei- 
h%B Lothe auf die Seiten des Dreiecks» so liegen bekannt- 
lich die Fufspuncte dieser drei Lothe allemal in irgend 
einer Geraden G, Man soll denjenigen Punct P finden» für 

^ Analytifch-geometrisclie EntwickelaDfcn ifob Ut. Flacker. Erster Baad^ Mit acht So* 
pfcrUfeln. Essen bei G. D. Baedeker 1828. 

Crene^f JoamaU UL Bd. 3. H(t 37 
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welchen die ihm sugehoriga Gerade G mit einer gegebenen 
Geraden parallel ist. 

Auflösung. Nach Sätzen ^ die wir gleich anfuhren und bewei- 
sen wollen 9 beruht die. Gonstruction der yorstehenden Aufgabe darauf^ 
den Brennpunct derjenigen Parabel su bestimmen^ welche die drei Seiten 
des gegebenen Dreiecks berührt und deren Durchmesser senkrecht ste-^ 
hen auf der gegebenen Geraden G. Es ist nämlich I.) der Ort der Brenn- 
puncte aller Parabeln^ welche die drei Seiten des gegebenen Dreiecks be- 
plhren^ der um das Dreieck beschriebene ElreiSf II.) Wenn man ron 
irgend einem Puncte dieses Kreises Perpendikel auf die 4rei Seiten des 
gegebenen Dreiecks fällt, so liegen die Fuispuncte dieser ferpendikel in 
einer und derselben geraden Linie, welche diejenige Parabel imScKeitd 
berührt ji welche die drei Dreiecksseiten zu Tangenten und jenen Punct 
zum Brennpuncte hat. Um die eben angedeutete Construction auszufiihren 
brauchen wir folgenden Satz: HL) Zieht man von einem willkübrlichen 
Puncte aus zwei Tangenten an eine Parabel und eine Linie nach dem 
Brennpuncte, so bildel diese gerade Linie mit einer Tangeüte dieselben 
Winkel, als die andere Tangente mit einem beliebigen Duirohmesser de|* 
Parabel. Wir wollen ihn zunächst beweisen , weil sjch alsdann die bei- 
den angeführten unmittelbar ergeben. 

Es seien (Fig. 5. Taf. IV.) Cl^ CR die yon eirnHH winkührliclMi 
Puncte C an eine gegebene Parabel gelegten Tangenten, und P der Brenn- 
punct derselben. Man verbinde C mit P und ziehe durch C den Durch- 
messer CM der Parabel ^ alsdann ist darzuthun^ dals <C^MCE ^bk^PCD 
ist. Zu diesem Ende ziehe man vom Brennpuncte P nach den Beruh- 
rungspuncten D und E die geraden Linien PD^ PE. Alsdann ist: 

<cpm + <<cMP + <:pcm = <iCPD + <cpcd + <:cdp =: a«. 

Oder da nach bekannten Sätzen (Hamilt. V. 10. u. II. 16.): 

<:CPM=z<:CPD und <:CDP^<:PCD+<:PCMy nni<CMP^fiMCE, 

so folgt 

<ailfC^4.<PCiIf = <2PCD + <PCM, 
n^ithin 

<:mce = <:pcd. 

F«s sei, um Satzl. zu beweisen ^ JB das von den beiden Tangen- 
ten CE^ CD interceptirte Stück irgend einer dritten Tangente, und £C? 
parallel gezogen mit CM, so hat man: 
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<:JPB ä 2jR— ( PjiB + ABP 

In jeder Parabel^ wdcbe roh deti drei |^aden Linien CA^ CB und 
BJ berührt wird^ ergänal AUo der Winkel ACB den Winkel am Brenn- 
jmncte APB zn zwei Rechten ^ oder der Ort der Brennpnncte aller Para- 
beln » welche von den drei Seiten des gegebenen Dreiecks berührt wer- 
den^ ist derjenige Kreis, welcher um das Dreieck beschrieben werdöh kten. 

Eben so leicht knüpfet sich der Beweis des Sätftei^IL kSer an« 
Denn 9 wenn wir ron irgend einem Putiöte C irgend eianlir Tangente CE 
eine gerade Linie CP nach deim Brennpnncte dtot^arabel und eine zweite 
gerade Liniv CD so siehen, dafs der Wink«! PCD^ welchen sie mit der 
e)rstgesogenen bildet, gleich ist deiMjenigett Winkel ECM, den die Tan- 
gente mit einem Durchmesser der Parabel bildet, so ist nach fiL diese 
gerade Linie eine zweite Tangente der Parabel, und umgekehrt: wevin 
man Ton einem Brennpuncte einer Parabel aus nach allen möglichi^n 
Tangenten unter demselben gegebenen Winke) gei^ade Linien zieht, so 
liegen die Fulspuncte aller dieser geraden Linien auf einto ncTueii gera- 
den Linie, die selbst eine jener Tangenten ist und mit den Dürchmes- 
tem der Parabet den 'gegebenen Winkel bildet. Ist dieser Winkel ein 
Rechter, so ist diese gerade Linie o£Penbar die Tangente im Scheitel der 
Parabel. Da wir nun die drei Seiten irgend einetf Dreieckis ansehen 
luinnen als die Tangenten einer Parabel, welche nach II. irgend einen 
Punct des um das Dreieck beschriebenen Kreises zum Brennpuncte hat, 
so haben wir beiläufig den in der Aufgabe als bekanbt vorausgesetzten 
Satz bewiesen, dafs die von irgend einem Puncte des um irgehd ein ge- 
gebenes Dreieck beschriebenen Kreises auf die Seiten dei Dreiecks ge- 
fällten Perpendikel in gerader Linie liegen. Nach diesen Satzbn ergiebt 
sich folgende Construction: 

Essbi jFTAf (Fig. 6.Taf IV.) die der Richtung nach gegfrbeoe gerade 
Linie, ABC das gegebene Dreieck. Man falle aus einem beliebigen Winkel- 
puncte des Dreiecks, etwa aus Cein Perpendikel eiu£HM, welches mit der 
emen durch' € gehenden Dreiecksseite AC einen Winkel o& bildet, und 
lege endlich durch denselben Punct C jBine zweite gerade Linie, welche 
mit der* anderen durch C gehenden Dreiecksseite BC denselben Winkel «^ 

37* 
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bildet. Diese letctgezogene Linie schneidet den um das Dreieck be* 
schriebenen Kreis in dem verlangten Puncte P* — 

Die eben gegebene Constructioni £U der wir mittelst obiger Satse ge- 
langten^ läßt sich auch ohne Hülfe derselben folgendermaßen rechtfertigen. 
Es seien £, G^ D (Fig. 6« Taf. IV.) die Fußpuncte der vom Puncte 
P auf die Dreiecksseiten BCy BA und AC gefällten Perpendikel. Akdann 
liegen die vier Puncte P, E, C und D auf dem Umfange desselben Krei 
SM. Hieraus folgt , dals 
<CCED = <:CPDs und da 

K^ECF SS <:PCD, so ist in den Dreiecken CPD und CEF auch 
<PjDC SS <ZEFC SS Jl, also ED senkrecht auf CM. q. e. d. 

Statt durch Ey P^ D und C können wir auch durch JP, E^ B und 
6 einen Kreis legen ^ und es seigt si6h dann sogleich , indem wir BI 
parallel mit CM ziehen und P mit B verbinden ^ dals ^EIBwC^PGB^ 
daher ^EIB =? <^EFC s= B^ folglich auch die durch E und G gesogene 
Linie senkrecht auf CF ist^ daher die drei Puncte E, G und D in gera- 
der Linie liegen. 

Lehrsatz 7. Halbiret man in einem Viereck imRreise, 
sowohl die Winkel «wischen den Diagonalen^ als auch die 
Winkeli welche die gegenüberliegenden Seiten einschliefaen^ 
so sind von den 6 Geraden^ welche diese Winkel halbiifenf 
drei und drei parallel*). 

Beweis. Wir wollen 

(I.) y^^^z^^ 

für die Gleichung des Kreises nehnien^ und swei gegenüberstehende Sei- 
ten des in demselben beschriebenen Vierecks darstellen durch eine ein- 
zige Gleichung: 

Wenn vrir voraussetzen, die Coordinaten*Azen seien so bestimmt^ 
dals sie denjenigen beiden geraden Linien, welche die von jenen Vier* 
ecksseiten gebildeten Scheitelwinkel halbiren, parallel sind, so haben vrir 
offenbar folgende Bedingungsgleichung: 

Ä + C' SS 0, 

und mithin reduiirt sich die Gleichung jenes Linien -Systems auf: 

^ Ein «zchrcr £ewei» dicMS L«krsitses steht im dritten Bande dieses Junriuis Ueft 1. 8, 81 

▲na. d. Bad. 
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(2.) y* + aöV + (4 + 40y + (öi'+<*)^+Ä4'=: o- 
Alle Gleichnngen des zweiten Grades^ die sich durch Verbindung ton 
(1.) und (2.) ergeben^ sind in folgender enthalten: 

(3.) x-+«^'x-+^r+i^>« + ^' = o, 

WO vir durch fA einen unbestimmten Coefficienten bezeichnen. Bei einer 
gehörigen Bestimmung dieses Coefficienten stellt diese Gleichung jede be- 
liebige Linie zweiter Ordnung dar, welche durch die vier Winkelpuncte 
des in den Kreis beschriebenen Vierecks gehet. In jener allgemeinen 
Gleichung sind also auch enthalten die Gleichungen der beiden übrigen 
Liniensysteme ^ die durch jene vier Puncto gehen , nämlich des Systems 
der beiden noch übrigen gegenüberliegenden Seiten und des Systems der 
beiden Diagonalen des in den Kreis beschriebenen Vierecks. Für jeden 
dieser beiden Fälle mub die Gleichung (3.) folgende der Gleichung (2.) 
gans entsprechende Form annehmen können: 

und da in der Gleichung (2.) das mit xy behaftete Glied fehlt, so folgt 

« + ä' s= 0, 
d.h. diejenigen beiden geraden Linien ^ welche die von den beiden 
nien jedes der resultirenden Systeme gebildeten Scheitelwinkel halbiren, 
sind wie in dem ursprünglich angenommenen Systeme den beiden Coor- 
dinatenaxen parallel. Hiermit ist also der obige Satz bewiesen. 

In dem oben citirten Werke N.293. wird aus Entwickelungen, die 
mit den vorstehenden im Wesentlichen übereinstimmen ^ unmittelbar der 
bekannte Sats angeknüpft ^ dais Peripheriewinkel auf demselben Bogen 
einander gleich sind. Diels fuhrt uns darauf hin» dals unser Satx sich 
auch aus diesem ergeben müsse. 

Ist nämlich (Fig. 7. Taf. IV.) M)BC das in den Kreis beschriebene 

Vieredky dessen Diagonalen sich in £ und dessen gegenüberstehende Seiten» 

AD und BC in G» und AC und DB in F schneiden» so hat man» wenn GH, 

welclM CD in M schneidet den Winkel DGB und EK den Winkel AEC 

halbiret» 

<ZAEC = <ZECB + <£ßC 

<:^ECB = <^CGD -}- <ZGDC 

K^AEC = <^CGD + < GDC + <£BC 

SS <CGZ) + 2< GDC^ 
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also 

^AEC SS i GCD ^ GDC, oder 

<AJÖC « <iEMH^ daher EX 4^ GH. 

Hieraus ergebt sich leicbt d«r Tollständige Beweis des obigen Satzes. — 

Lehrsatz 8. Vier beliebige Geraden in einer Ebene 
bilden zu drei und drei genommen vier Dreiecke. In jedem 
dieserDreiecke schneiden die dreiLothe aus denSpitzen auf 
die gegenüberliegenden l^eiten einander in einem Puncto^ 
und diese vier Puncto liegen allemal in einer Ceraden. 

Beweis. Es seien bei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten^ 

(1.) y+ffx +* =0f 

(2-) y + a'x + A' =0, 

(3.) y + a''x +4" = 0, 

(4.) y + a'"ar + i^"= O, 
die Gleichungen der vier gegebenen geraden Linien. Alsdann findet man 
leicht für das vqn dem Durchschnitte von (1.) und (2.) auf (3.) gefällte 
Perpendikel folgende Gleichung: 

und durch Vertauschung ergiebt sich für das rom Durchschnitte von 
(1.) und (.3.) auf (2.) gefällte Perpendikel: 

(6.) a'r-^ + *r±lM^^^Z*:2V = 0. 

Mulüpliciren wir die Gleichung (5.) mit a^ und die Gleichung (6.) mit 
a^', und ziehen die erstere von der letzteren ab, so erhalten ynr: 

für die Abscisse des Kreuzungspunctes der Perpendikel in dem von den 
drei ersten geraden Linkn gebildeten Dreieck. 

Wenn wir nun annehmen die zweite Aze, über vrelche urzpviingi- 
lieh durchaus keine Bestimmung gemacht worden ist, gehe durch den 
eben bezeichneten Kreuzungspunct^ so erhalten wir folgende Beidinguags^ 
gleichung: 

(7.) ^c'ö"(A'— 4'0 — «•'öc''(A— i^O + «^'öö'(* — *0 = 0. 
(Wir wollen nämlich der kürzeren Bezeichnung wegen c* — 1 = ^, 
a'*— 1 = ^', c"*— 1 = ff'\ «""— 1 = «•"' setzen.) Soll die zweite Axe 
ebenfalls durch den Kreuzungspunct in dem von den Geraden (t.\ (2.) und 
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(4.) gebildeten Dreieck gehen ^ so mulB eine zweite Bedingungsgleichung: 

(8.) ^ö'a'"(Ä^— Ä''0 — ^'«fl"'(Ä— Ä'") + ^'"«ff'(*— äO = 
Statt finden, die wir unmittelbar aus (7.) erhalten, indem wir die £wei- 
mal accentuirten Buchstaben dreimal accentuiren. Wir können endlich 
noch sttr Tolligen Bestimmung des Coordinatensjstems annehmen, die 
erste Gerade (1.) gehe durch den Anfangspunct Alsdann ist 6=0, und 
wir erhalten aus (7.) und (8.): 

Eliminirt man «wischen diesen beiden Gleichungen — , so findet manr 

Dieselbe Gleichung erhält man aus (7.)/ indem man die nicht accentuir- 
ten Buchstaben dreimal accentuirt. Es geht also die Aze der y auch 
durch den Kreuzungspunct der Perpendikel in dem von den Geraden (2.), 
(30 und (4.) gebildeten Dreieck. Es ist also auch bewiesen, dals die 
Kreucungspuncte dreier der vier im Satze bezeichneten Dreiecke in ge- 
rader Linie liegen, und da wir für dieselben je drei beliebige nehmen 
können, folgt auch, daft alle vier Kreuzungspuncte in gerader Linie 
liegen. — 

Lehrsatz 9. Vier beliebige Puncto in der Peripherie 
eines gegebenen Kreises bestimmen zu dreien genommen 
Tier Dreiecke. Die vier Puncto, in welchen di^ Lethe aus 
den Spitzen dieser vier Dreiecke auf die gegenüberliegen- 
den Seiten einander schneiden, liegen allemal in der Peri- 
pherie eines Kreises, welcher dem gegebenen gleich isL 

Beweis. Es ist ein ' bekannter und leicht zu beweisender Satz, 
da£i die vier gegebenen Puncto und die vier Constructionspuncte alle acht 
auf ein und derselben gleichseitigen Hyperbel liegen. Wir wollen die 
beiden Coordinatenaxen, was auf dreifache Weise geschehen kann, durch 
die >iep gegebenen Puncto legen« Stellt alsdann die Gleichung: 

(1.) y* + ^»^y + ß^ + *yy + ^^^ -f- « =c o 

jene Hyperbel dar, so ist zunächst, wenn v den Coordinatenwinkel bedeutet, 

1 — 2« COSü -f- ß = 0, 
und, da die gegebenen Puncto auf einem Kreise liegen, 
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mithin: 

(2.) a = •—. 

^ ' C08« 

Wenn wir von denjenigen beiden (gegebenen) Pancten der Carvei welch« 
auf der sweiten Aze liegen und deren Ordinalen wir y', y^' nennen wol- 
len ^ Perpendikel auf die erste Axe fallen, so sind dio sweiten Durch- 
schnitte dieser Perpendikel mit der Curve £wei der vier Constmctiona- 
puncte. Das System dieser beiden Perpendikel wird durch folgende GM- 
chung dargestellt: 

die entwickelt folgende Form annimmt: 

Wenn wir diese Gleichung von (1.) absieben und neben der Gleichmig 
(2.) sugleich auch berficksichtigen, dab — ^^+y^0^=2yt y^V^'^^^^f ^ 
ergiebt sich: 

Diese Gleichung stellt , wenn wir den Factor x fortlassen , diejenige ge- 
rade Linie dar, welche durch die beiden Constructionspnncte geht, uiai 
die, wie die Form der Gleichung seigt, der sweiten Aze parallel isL 
Es ist also bewiesen, dafSi swei gegebene Puncto und swei Constractione» 
puncto die Winkelpuncte eines Parallelogramms sind, und dab also, 
da wir die sweite Axe durch je swei der gegebenen Puncte legen kSii« 
iien> die Tier Constructionspuncte ein Viereck bilden, das mit dem Ton 
den Tier gegebenen Puncten gebildeten Viereck identisch ist Hieraus folgt 
denn auch der Torstehende Sats» —* 

Wir hätten alle analytische Entwickelung bei Seite setsen können, 
wenn wir folgende beiden Sätse als bekannt betrachtet hatten: 

1) Wenn man durch die vier Durchschnitte irgend eines Kegdschnittes 
und eines Kreises paarweise genommen, swei gerade Linien legt, se 
schneiden dieselben die Axe des Kegelschnittes unter gleichen Winkeln* 

2) Der Winkel sweier sugeordneter Durchmesser der ^ichseitigen 
Hyperbel, weniger dem Doppelten desjenigen Winkels, den der eine 
dieser Durchmesser mit der Queraze bildet, ist gleich einem rech 
ten Winkel. 
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Lehrsats 29. Die Leitlinien aller Parabeln in einer 
Ebene, von denen jede drei beliebige Geraden berührt» 
schneiden einander in einem und demselben Puncte» und 
swar in dem nemlichen Puncte» in welchem die ans den 
Winkeln des von den drei Geraden eingeschlossenen Drei- 
ecks auf die gegenüberstehenden Seiten gefällten Lothe 
einander schneiden. 

Um diesen Satc su beweisen» brauchen wir blols dansuthun, dals 
wenn eine Parabel von irgend drei geraden Linien berührt wird^ die Leitli« 
nien derselben durch den Kreuzungspunct der drei Perpendikel gehen» 
welche in dem von den drei Geraden gebildeten Dreieck von den Spiüsen 
auf die gegenüberliegenden Seiten gefällt werden. Zu diesem Ende sei: 

die Gleichung einer gegebenen Parabel, bezogen auf ein rechtwinkliges 
CoordinaCensystem» und 

y + o' :r + 4' sss 0, 
y-f «"* + *" = 0, 

die Gleichungen dreier geraden Linien. Sollen diese Linien die gegebene 
Parabel berühren» so erhalten wir folgende drei Bedingungsgleichungen 
«wischen den Constanten 



*-£• »"»Ä' *"=??'• 

Substituiren wir diese Werthe far 6» 6^» b'^ in den Ausdruck fiir die 
Abscisse des Kreusungspunctes der Perpendikel» welche Ton den Spitsen 
des von den drei geraden Linien gebildeten Dreiecks auf die gegenüber" 
liegenden Seiten gefallt werden» nemlich in folgenden Ausdruck: (siehe 
den Beweis des Satses 8.) 

SO ergiebt sich auf der Stelle: 

X ^. 

Der Kreusungspunct liegt also auf der Directrix der Parabel. 

LehrsatJB 30. Berührt irgend eine Parabel drei Gera- 
den» welche «in gleichseitiges Dreieck etnschliefsen, bo 
tr^ff^B die drei Getaden aus den Ecken des Dreiecks nach 

CMtU JonrnaL UI« Bd. S. Hft. 38 
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den Berühruni^spunotea ei&ander im Brennpanct« der Pa- 
rabeL 

Beweis. Dieser Satc ergiebt sich unmittelbar^ wenn wir bewei* 
sen> dafs umgekehrt eine gerade Linie, welche durch einen Winkel«' 
punct eines um eine gegebene Parabel beschriebenen gleichseitigen Drei- 
ecks und den Brennpunct der Parabel geht, die gegenüberliegende Seite 
des Dreiecks in dem Berührungspuncte schneidet« 

Es sei nun ABC (Fig. 8. Taf. IV.) das umschriebene Dreieck} F 
der Brennpunct, welcher auf dem um das Dreieck beschriebenen Kreise 
liegen muls. Man ziehe CF, welche £^ im Puncto £ schneidet} alsdann 
ist E derjenige Punct, in welchem die Parabel von BA (genugsam yer- 
längert) berührt wird. Denn verbindet man den Punct F mit dem Puncte 
B und sieht hernach BG so, dals die Winkel ABF und GBC gleich sind, 
so ist jBG ein Durchmesser der Parabel. Mit diesem Durchmesser par* 
allel «iehe man endlich durch E die Linie EH. Hiernach ergiebt sich 
nach allgemein bekannten Sätjsen: 

\<:bac\ 

{<ABCS 
= <^FBC 



== <iDEH 
woraus dann folgt, dafs E der Berührungspuuct ist. 

Lehrsatz 31. a. Berührt irgend eine Fläche sweiten 
Grades die sephs ]&anten einer dreisiditigen Pyramide oder 
ihre Verlängerungen, so schneiden die drei Geraden durch 
die Berührungspuncte der gegenüberliegenden Kanten, einr 
ander allemal in einem Puncto. 

Beweis. Eine Fläche zweiter Ordnung ist durch sechs ihrer 
Tangenten und drei Puncto vollkommen bestimmt Sind jene sechs Tan- 
genten die Kanten eines Tetraeders, und jene drei Puncto diejenigen Puncto^ 
in welchen drei dieser Kanten (die nicht in derselben Ebene sich be- 
finden) berührt werden, so erhalten wir die drei übrigen Berührungs^ 
punojte auf der Stelle. Denn jede Seitenfläche jenes Tetraeders, etwa 
ABC (Fig. 9. Taf. IV.), schneidet die Fläche «weiter Ordnung in einer 
Curve derselben Ordnung, die von drei Kanten JiB^ ACf BC berührt wird. 
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Sind die Berührungspuncte M und auf swei dieser Kanten, ux^jiC und 
ABf gegeben, so erhalten wir nach einem bekannten Satse den Beriihrungs- 
punct IV auf der dritten Kante CB, indem wir durch den Durchschnitt 
von MB und COf durch JS, die gerade Linie jiN ziehen, die auf iBC 
jenen Berührungspunct bestimmt Ist aulser den Beriihrungspuncten M 
und noch ein Beriihrungspunct z. B. P auf J^D gegeben, so erhalten 
wir, wenn wir wie eben construiren, auch die beiden übrigen Berührungs* 
puncte J^ und IL Um nun £u beweisen, dals diejenigen geraden Linien, 
welche diese Puncte, paarweise genommen, P und iV, J^ und Mp und 
R verbinden, sich in demselben Puncte schneiden, verfahren wir am kür- 
sesten auf folgende Weise. — 

In den Puncten A, JB, C und P wollen wir uns vier Gewichte 
denken, die sich veirhalten, wie 

1 9d i^ i£ 
*• OB^'MA'PA' 

Alsdann fallen die Schwerpuncte der Gewichte 

^ und S in O, D und C in R, 

A und C in M^ D und £ in j^, 

.«/ und J9 in P, B und C in N. 
Mithin gehen -j^JS, MQ und PN durch den Schwerpunct aller vier Ge- 
wichte, und der obige Satz ist ako bewiesen« 

Zusätzlich bemerken wir, dals durch denselben Punct auch dieje- 
nigen Vier geraden Linien gehen, die von jedem der Eckpuncte des Te- 
traeders nach dem Kreuzungspunct derjenigen drei geraden Linien gezo» 
gen werden, die in der gegenüberliegenden Seitenfläche die Berührungs- 
puncte mit den gegenüberliegenden Winkelpuncten verbinden« 

Lehrsatz 31.6. Berührt von zwei beliebigen Flächen 
zweiten Grades jede die, sechs Kanten einer dreiseitigen 
Pyramide oder ihre Verlängerungen, so liegen die zwölf Be^ 
riihrungspuncte allemal in einer dritten Fläche desselben 
Grades. 

Beweis. Wenn wir drei in derselben Ebene liegende Kanten 
des Tetraeders, etwa die Kanten ABy AC, BC (Fig. 10. Taf. IV.) nehmen, 
welche in den Puncten ö, My N und 0', M^^ N^ von den beiden Flächen 
zweiter Ordnung berührt werden, so gehen nach der schon vorhin ge- 
machten Bemerkung die geraden Linien ANj CO und BM^ so wie auch 

38* 
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AlV^f (Xy^ uttd 'BMf durch denselben Punct Alsdann ergieBt sioli leicht, 
dals die sechs Puncte 0^ M^ N und 0% M', If auf einem und demsel* 
hen Kegelschnitte liegen. Die vier Kegelschnitte , welche wir hiemach 
auf den vier Seitenflächen des Tetraeders construiren kb'nneni schneiden 
sich offenbar cu je swei in swei Puncten, und durch je swei dieser Ke- 
gelschnitte können wir beliebig viele Flächen »weiter Ordnung legen. 
(Eis ist leicht su zeigen, dafs diefs überhaupt immer dann geschehen kann, 
wenn swei Kegelschnitte im Räume durch dieselben beiden Puncte gehen.) 

Wenn wir uns auf die Fig. 11. Taf.IV. beliehen, so können wir 
z. B. einen Kegelschnitt durch die sechs Puncte O, 0\ N\ N^ üf, M' und 
einen zweiten durch die sechs Puncte 0^ O'y Q\ Q^ P, P' legen, welcher doB 
ersten in den beiden Puncten O, 0' schneidet. Durch diese beiden Kegel- 
schnitte lassen sich unendlich viele Oberflächen zweiter Ordnung l^eif, 
die also durch die zehn Puncte 0, ö', M, Ä', N^ N\ Q, j?', P, F gehen. 
Um eine solche Linie vollkommen zu bestimmen, müssen wir noch einen 
Punct annehmen; dieser Punct sei £. Die so bestimmte Fläche wird 
von der Ebene ACD nothwendig in einem Kegelschnitte geschnitten. Auf 
diesem Kegelschnitte liegen, die Puncte MM% PF^ RBfy also liegt auf 
demselben der Punct R\ welcher Punct mithin ein Punct der Oberfläche ist. 

Lehrsatz 33. 1} Wenn in einer Ebene zwei gerade 
Linien einander schneiden, so giebt es zwei andereGeraden» 
die ihre Winkel halbiren* 

2) Sind dreiGeraden gegeben, so wird jede derselben 
von den zwei Geraden, welche nach (1.) zu den beiden übri- 
gen gehö'ren, in zwei Puncten geschnitten) zusammen giebt 
es also 6 solcher Durchschnittspuncte, und von diesen 6 
Durchschnittspuncten liegen 4 mal 3 in einer Geraden« 

3) Sind vier gerade Linien gegeben, so wird jede der* 
selben von den vier Geraden, welche zu den drei übrigen ge- 
hören, nach (Z) in vier Puncten geschnitten) solcher Puncte 
sind also zusammen 16, und von diesen 16 Puncten 'liegen 
8 mal 4 in einer Geraden. 

4) Sind S Gerade gegeben, so wird jede derselben von 
den 8 Geraden, welche zu den 4 übrigen gehören, nach (3.) 
in 8 Puncten geschnitten) dieses sind zusammen 40 Punote, 
und von diesen 40Puneten liegen 16mal5 in einerGeraden«— 
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Ueberhaupt h%i n gegebenen Geraden wird jede ven defe 
2"*^Geradeny welche £u den n — l übrigen gehören^ in 2"~^Fune- 
ten gesohnitteni welches cusammen a'^mal nPunete ausoGtach^ 
und Ton diesen Puncten liegen 2'*^^mal n in einer Geraden. 
Dieser Sata ist noch ein speoieller Fall ron einem allgemeineren Satjse* 
Beweis. Wenn bei der Voraussebsung rechtwinkliger Coordinaten 

y-\r ax + fi = 
irgend eine gegebene gerade Linie und (y^, xQ irgend einen gegebenen 
Punct darstellt y so ist bekanntlich der Abstand dieses Punetea ¥on der 
geraden lanie durch folgenden Ausdruck gegebene 

Wir wollen x* und y^ als reränderliche GroTsen betrachten^ und alsdann 
diesen Ausdruck der Kürie wegen durch A bezeichnen^ so dals mithili 

die Gleichung der gegebenen geraden Linie isi 

Wenn statt der gegebenen geraden Linie eine andere gegeben is^ 
so ändert sich die Form ron (1.) nichts nur a und & erhalten andere 

Werthe. Solche Ausdrucke^ die sich auf eine sweitOi dritte^ ('z — l) 

gegebene gerade Linie beziehen, wollen wir durch A^^ A" J^ 

bezeichnen. Alsdann stellt die Gleichung 

A±A' = 
diejenigen beiden geraden Linien dar, welche die von zwei gegebenen 
geraden Linien gebildeten Winkel halbiren^ und die Gleichung 

A±A'±A'' ^ ....^ 
nach dem Ausdrucke des Satzes, die zu drei gegebenen geraden Li- 
nien gehörigen vier Geraden dar,, und um gleich zum Allgemeinen über* 
zugehenf. die Gleichung 

(IL) A±A'±A''± .... ^ = O 
die zu n gegebenen geraden Linien gehörigen 2'**' Geraden. Diese Glei- 
chung wird befriedigt^ wenn folgende Paare von Gleichungen zugleich 

statt finden: 

^ = O^ A'± A'"± .... ^ = a, 

^' = 0, A ±A'^ ± A^ =1 0, 



^=5 0,, A^A' ± ...^. A!^:=^0. 
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Wir erbalten hiernach n Functe jener geraden Linie^ namlioh die Durch- 
schnitte jeder der n gegebenen geraden Linien mit den cu den n — l 
übrigen gehörigen Geraden. 

Den )) allgemeineren Satc^ von welchem der vorliegende ein spe- 
cieller Fall ist,'" erhält man^ wenn man die obige Constmction auf irgend 
eine andere Ebene projicirt Alsdann sind irgend 4Bwei gegebene geraden 
Linien und die beiden £ugehorigen Geraden solche Linien^ die man Har* 
monicalen genannt hat Wir brauchen aber in dem analytischen Be- 
weise dieses allgemeineren Sats^s nicht sum Projiciren unsere Zuflucht 
2U nehmen } denselben Satz erhalten wir, wenn wir in der Gleichung 
(II.) jedem Gliede irgend einen Goefficienten beifugen. — 

Man kommt zu einer neuen Reihe von Sätzen» wenn man die 
Gleichung (U.) auf eine andere Weise in zwei Theile zerlegt » um sie 
durch den Durchschnitt von Paaren gerader Linien zu construiren. Auch 
ergiebt sich leicht die geometrische Beziehung der zu n gegebenen ge- 
raden Linien gehörigen 2''*' Geraden. Hierüber vergleiche man die oben 
angeführten Entveickelungen von Hm. Piticker (54, !•)• 

Zugabe. 

Wenn man durch jede der drei Ecken eines gegebenen Dreiecks 
j4BC und durch irgend zwei feste in der Ebene des Dreiecke beliebig 
angenommene Puncto F und F^ (Fig. 12« Taf. IV.) zwei gerade Linien zieht^ 
so wird von diesen Linien jede der drei gegenüberstehendeui Seiten in 
zwei Puncten IV und IV\ M und M\ und (^ geschnitten. Diese Durch- 
schnitte liegen alle sechs auf derselben Linie zweiter Ordnung. 

Um diesen Satz zu beweisen, brauchen wir nur zu zeigen, daCi 
in dem von jenen Durchschnittspuncten bestimmten Sechseck die gegen- 
iiberliegenden Seiten 00' und M'N^ MW und 0'N\ NN' und OM sich 
in solchen drei Puncten schneiden, die in gerader Linie liegen. Zu die- 
sem Ende stellen wir die [Gleichungen der drei Dreiecksseiten ((Gleichun- 
gen von der Form ^y-f-Bx-f-C? = 0) der Kürze halber folgenderma- 
ßen dar: 

c = {AB\ 
6 = {AÜ), 
a = (BC). 
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Alsdann erhalten wir für die drei durcb F und die drei durch F' ge- 
henden geraden Linien folgende Gleichungen: 

c — ft6=0 für FJ, c — ii'bz=0 für F'A, 

c*-ya B • FB^ c — v^a s o - F% 

lib^vatszo • FC, fi'Ä — v'assO - F'C, 
wobei ft und v, yif und v^ gehörig jm bestimmende Coefficienten bedeuten^ 
deren Werth sich mit der Lage der Puncto F und F' ändert 

(Wir erhalten nämlich die allgemeine Gleichung aller geraden 
Linien^ die durch den Durchschnitt sweier gegebenen gehen, indem wir 
die beiden Gleichungen, der letztgenannten Ton einander abziehen (oder 
auch zu einander addiren), nachdem wir zuYor eine derselben mit ei- 
nem unbestimmten Coefficienten multiplicirt haben. Nehmen wir ferner 
Gleichungen von der Form ^/-{"^^4"^ = ^t ^ können wir hier- 
nach offenbar irgend drei durch denselben Punct gehende gerade Li* 
nien durch >drei Gleichungen darstellen , Ton denen man eine durch Ab- 
ziehen der beiden übrigen erhält) Wir erhalten femer folgende Glei* 

chungen : 

c— fib^if^a s für JVM% 

c-{-tib — ya ssO • mOf 
c ^lifb 4- y^a SS • IW. 
Denn die erste dieser Gleichungen wird befriedigt, wenn zugleich: 

a = und € — fti = (im Puncto iV), 
6esO • c — v^asso (im Puncto Jlf). 

Die zweite derselben wird befriedigt, wenn zugleich: 

i = O und c — ya =s (im Puncto itf), 
cssO - /6i4 — ya sso (im Puncto 0)* 

Die dritte endlich, wenn: 

a SS und c — pJb =i O (im Puncto iVO, 
c SS • fi'i— v'a SS (im Puncto 0*). 

(Die allgemeine Gleichung der Linien » die durch Ny den Durch- 
schnitt der Linien a s=:0 und c — /i6 ssO, gehen, ist nach dem früher Be* 
merkten ^ü-\'C — jbci = 0, indem f irgend einen unbestimmten Coefficien- 
ten bedeutet Auf ähnliche Weise ist die allgemeine Gleichung der Linien, 
die durch M^, den Durchschnitt der Linien 6 ss o und c — v^a ssO ge- 
hen folgende: ^'b + ^ — y'a = 0. Wenn wir $ und $' so bestimmen^ dafs 
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die beiden Gleichungen identisch werden , was dann geschieht, wenn 

l'sss— -fi^ ^ss — v'f so erhalten wir die obige Gleichung 

€ — fib — v'ß = 

derjenigen geraden Linie, die rugleich durch M^ und N geht.) Nun 

ist afich : 

<1.) c + ((ää + v'ä = 

die Gleichung einer geraden Linie, und diese wird befriedigt, wenn 

sogleich : 

Sc SS (oder blols c sss ol und -^(c — (ib — v^ä) = 0, 
(v+V^Cf saO(. - atssOI . c-|-fc& — ua = 0, 

(/A-^fl^b scsot. . h e=i Ol • C—fi'b + v^a = 0, 

d. h. die Durchschnitte vcn AB und NM^, von SC und OM und Ton AC 
und O^M' liegen auf der durch (1.) dargestellten Linie. 

Beiläufig bemerken wir, dals wtr 60 verschiedene gerade Linien 
erhalten, die, ähnlich der durch (1.) dargestellten, drei Durchschnitte der- 
jenigen Linien enthalten, welche die jechs Puncto O^ 0\ Ti\ N^ M\ M 
paarweise genommen verbinden. 
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Beantwortung der Aufgabe S. 21 2. dieses Bandes: 

yyKann et^^^'^lf wenn /i eine Primzahl und a eine ganze Zahl 
und kleiner als ft und gröfser als 1 ist^ durch fi/i 

theilbar sein«* 

( Voo Herrn Prof. C. G. /. Jacobi. ) 



V eranlafst durch vorstehende interessante Aufgabe, ersuchte ich einen 
meiner Freunde hieselbst, Hm. Busch, die Congruenz 

in Bezug auf den Modul ftfL für die Primzahlen bis 37 nach allen ihren 
Wurzeln aufzulösen« Das Resultat dieser Arbeit enthält die unten ste- 
hende Tabelle. Es ist darin den Wurzeln die Form o + fta^ gegeben, 
wo a und a^ positive Zahlen sind, die kleiner sind als ft; zu dem a, das 
in der ersten Verticalreihe steht, giebt sie für ([a =s 3, 5, 7, 11, 13, 17, 
19, 23, 29, 31, 37, welche Zahlen sich in der obersten Horizontal reihe 
befinden, das entsprechende a^, damit a"\' (la^ eine Wurzel sei. So z. B. 
sind die Wurzeln von oo^ssrl (Med. 3T*) 

1, 2 + 2.37, 3+17.37, 4 + 8.37, 5 + 24.37, etc. etc. 

Ist a^ = 0, so ist eine in der Aufgabe verlangte Zahl gefunden. Die 
Tabelle giebt a^sso, für 

_ji\a 



11 3.9. 
29 14. 

37 18. 

Die einfachste Lösung giebt 3's=243 =i2.11^+ 1} alsc auch 3''' = 1, 
wenn man die Vielfachen von 121 fortläfst. 
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2Z 

Suite des notices sur les fonctions elliptiques. (V. p. 192.) 

(Par Mr. C. G. J. Jacobi^ piof. en phlU a Königsberg.) 
(Eitraii d^ane lettre de Taateiir aa redactear de oe jouriul, du 21. Jaulet 1828.) 

J 'ajoute äux formules donn^ea dans ma derni^re lettre les^' däveloppe- 

mens des fonctions elliptiques de seconde et de troisi^me esp^ce. 

Soit en adoptant la notation de Mr. Legendre, A=:^(l — it^siaip*), 

ff '« 

E<p^fjAd(f>, E^t^fjAB<p, F<p^J^^, F^^f^ ^, A^ax^rakn 
que F^ est ce que je d^gne par K: si Ton m£t 

conform^xnent a la notation dont fai coutüme de me servir pour ma 
party on aura: 

1) F'E<p — t^F(p = 

98in23c^t-2g^8in4a? + 3y^sin6x— 4g'^sin8jr + .... 

1 — 25co8 2x+2g*co8 4j(r— ;2g'co»6ap-|-23**cü88x — ..^. "^ 

(o8iD2x a o^8in4a7 , o'ainGx . \ 

Mr. Legendre a demontr^ que rexpression suivante^ döpendante ^a 
fonctions elliptiques de seconde et de troisieme esp^ce; 

reste la m^me si Ton behänge entre eux les angles ^ et ^. Si Ton m^t 
<p s= am , A = am-t—^ je trouve qu eile est egale a 

l 1 — 2 3 cos 2 (a? — g) »4" 2 ^^ cos 4 (jt? — «) — 2 g ^ cos^ (jt — a) -|- * . * « 
Sl— 2gco8 2<x+a)4-2-j*co84(ap4.«)— 2g»cos6(ar4.a)-|-.... 

^ g8in2«8ip2x . g' sin 4 et sin 4 jc , ^*sin6«sin6x ^ \ 

^—^\ iir^3 h 2(1—«*) "^ 3(1— f*) r-'-'l^ . 
formules symm^triques en a et ^r^ et dont la f>remi^fe embrasse tous les 
cas des fonctions elliptiques de troisieme esptee^ pourvü qu*en donne a 
a des valeurs reelles ou imaginaires .qnelconques. 

On peut remplacer les f^^nctions elliptiques par la nourelle trans- 

cendante : 

• 39» 
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1— 2^co»2« + 2^cos4j; — a^cos6j?+a^cos8«— .... » 0ar. 
8i Ton mÄt — logy = ~- = «, /« /" — i, on aura 

3) 0(x+«) = 0ar, 

4) 0(ar + /«)=: —«"^©aJ 



9 



5) 0© = 0, 

6) 0(4^ + 1) =:0(x,-y). 

Soit 

on aura 

Har = 28irar/'f — 28in3ar/"f'+ ^sinS«/"^** — 2«in7jr/*y*'4-.,.. 

On aura de plus: 

7) H(*+w) = —Hx, 

8) Ä(:r+'^) = iLi®^, 

9) 0(.+'^) « i^, 

10) H/w = O, 

11) H(* + /«) = JHflflfc. 

Les fonctions elliptiques peuvent ötre exprimöes par les fonctions 0:r «t 
Hx qu'on peut röduire ^ une seule au moyen. des formules: 

12) 5in«im-^ = ;j^^.^ 



la.* 



13) co5«m-^= Yr — e^T-' 

14) Acm = /^k'. — 7;-= . 

Les constantes A, i^', ^ se trouvent ä l'aide des fornaules: 

10) 1/^ =0(f) = i + 27 + af*H-27'' + 2/'' + .... 
16) l/~= 00 = 1 — 2^ + 27« — 27" ^. 27' 

17) V^!^ = /'^0(|- + /a,)=:ß(|)=2/y + 2O'' + a/?"+- 



.16 _ 
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La foDCtion elliptique de troisi^me esfice 2« devient ftimplmieiit : 

*'0(«+a) 

On tire de l'öquation (12.) les d«nx avtres (13.» 14), le tb^r^itte d'Eu- 
1er Bur la sommation des fonotioiM elliptiques» r^qaation diffSrentielle 



2 . 2Ka: 2K 2Kae . 2Ka: ^ 

tt quantit^ d'autres formule«, k I'aide dt I'^ation identiquet 

18) H(x, f)e(X,f)-^H(X, y)0(av 9) « 

ou en d'autres termes: 

19) («in «T^g — Äm3«1^5> isiii &rV^g"— ...) (1— 2j coäSA" + 2 j^ co»4Jir— 2g^co86X+.-) 

~ (ainXT^g — «m3Xy^g»+aiii5XV^g»»— ...) (1— 2g co« 2ar + 2g* oo84a: — 2<r*cos 6ar+-#) 
^/. a?— X«^ . 3(a:— JC)« o , . 6(a?— X)V^ \ v>. 

^co« — ~— V f + coa -^-— 1- — ' ^f + cos ^ 7^ ^ ^f^ + . ♦♦ • j . 

^qaatioQ remarquable et aisöment k d^montrer au moyen des premiers 
^l^mens de la trigonomötrie« 

Les fonctions ©(x) et H(x) peuvent £tre resolues en facteurs* 
On trouve 

6a£:ssC(l — 2700s2x-f y*)(l — 2^cos2x + y®)(l— 2y*cos2x + 7*^..•• 
Hx= 
%/q.CAnx{\ — 2f'cos2x + f*)(l — 2^^* cos 2x+ ^(1 — 29'® cos 2x + /^'***> 
C ^tant une constante. En appliquant seulement ä ces formules le th^- 
röme de Cdtes^ on trouve sur le champ la th^rie generale de la trans- 
formation et de la multipllcation des fonctions ou jF/^ et par suite en 
mdnoie temps celle des fonctions elliptiques« En effet on a suivant le 
thöorime de C6teS| n ^tant un nombre impair quelconque: 

20) 0x0(x + ^)0(x+if)....0(x + ?^^^ 

21) ÄxH(x+?i?)//(x + ^)..-.H(x+i^^^ 

Cf ^tant une autre constante. Nomnoions B^^^j k^"*^ les quantitös qui dö- 
pendent de la noidme mani^re de ^ que i^ i: de ^; on tire de la formule 
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cette autn - 

Cela posd^ les ^quations 20. 9 21. ötant divisöes Tune par Tautre^ onentire: 

sinorm^ — jj — -, r^^J = 

,/k^ . 2ÄX . 2Ä/ ^2;r\ . 2ÜC/ . 4«\ 2K( , 2(if— 1)^\ 
ll ^-r\%\aam sin am — I^t Jsinam — |«H i . .. .sin am — \3cA — ^ i— 1, 

formule generale pour la transformation des fonctions elliptiques^ teile qua 
je Tai ^tablie le premier. On trouve d'une maniere analogue lea atitres 
transformations reelles ou imaginaioes attachäes au< nombre n* 

Puisque les fonctions elliptiques s'expriment ars^meht 4* l'aide de la 
fonction ©x^ on peut ofsayer röciproquement a ezprimer celle-oi par 
les fonctions elliptiques. On y parvient en int^grant l'^^quation i. Ceia 
donne ^ 

2Ka: 

(f> ^tant toujours ramplitude de -—— . On peut aussi ^primer la fenclion 
log f/2k^K\ ^^ >3tioyeB d^une integrale d^finie. En effet la formule 2. donne 

Fassons ä d'autres objets. Etant mis^ eomme ct^dessu«« 

on a 

©X == 1 — 2e"^co3»x + 2^"^cos4x — 2^-^cos6x + •... 

iJx = 2c~ * »inx — 4* '''siD3« 4* 2«~ * »inSx — 2*~ *~»ia7K-\- 

De la on tire ^._ ^,^ 

Oi.\ ^ ® — ^'^® 5**f — *ö* 

U existe entre les deuz integrales de T^uatien Z-^zsz-j—^ ^s^©. 
z^=i Hj la relation / 

ou \ z 



0x = +/r<''*^)^(x~^). 



27» Jacohi^ suäe des noUces sur le$ foncHime^ eSiftiguee. 307 

G^n^ralement r =s@(x) ötant uno intö^ab ^e Yiqaation «-7 = -«—, une 
«utre Aera 

thöor^me faeile i TÖrifier» 
Soit 



• » • • 



. j . . «•© 430 a»Jf 4dH , j, I . . 

on tire des eqaations g— r = -gtr » 5— r = "3 — '** döveloppemen» »ui- 

yans de et >de H, savoir: 

^d; ü ^ tt -f. 2da> T" 2.3.4 öw» ^ 2.3.4.5.65«» "T • ' ' • 

26) 2« = «^» + O^ä^ + 2.3.4.650.* + 2.3.4.6.6.75 «* + " ' ' * 

Cela donne 

2xt;+ (M!^_L (2»)^a»tr (g^r^'« . 

„-. . 2Äic __ 1 "^ ^ 2.35« ^2.3.4.6 aa>»^2.3.4.5.6.7aft>»^"' 

27) amam-j^ — j^. (2x)'a» , (2 x)*a'« (2ar)^5»i« ' 

" ■*" 1.2aa> "'"i.2.3.4oö>» "^1.2.3.4.6.65«.» "*" "" 
On trouve les valeurs de 5— ;jr ^n;; au moyen de la formule 

ooN ^« —2 



öfc ~ ,,. .../2ür\»' 



^^^-^')(^) 



laquelle se d^duit ais^ment des formules connues. 

Mr. Poisson^ dans ses savans recberches sur les int^^rales defi- 
nies a iait connoitre plusieurs propriötes de la fonction @x. Les m^ 
fhodes d^Iieates^ propres ä cet illustre g^ometre, trouvent une belle y^rifi- 
cation dans la thöorie dfs fonctions elliptiques. Par exemple Mr. Poisson 
d^montre dans le dix-neuvieme cahier de T^cole polytechnique la for- 
mule remarquable: 

l + 2V"^+2e *+2e *+2e *+.... 
Soit X == -j^j eri mettant au Heu du module k son compl^ment i'=r/'(l — W), 

X deviendra -f-, = --• Or eu^ a 
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|/^= i + 2f + ay* + 29' + a^+.... 

et par snite, en cbangeant k en fi 

y— = l + ae^'' +26 *+2^"*+2e"*+ 

De la on tire gur le champ la formule de Mr. Poisson. 

N0U8 ferpns encore quelques remarques sur la thöorie de la trans- 
formation. Le module x ^tant ohangi e A par une transformation atta- 
chee au nombre n^ on aura une öquation algöbrique entre » et X dont 
le d^grä; relatif k Tune ou Tautre des deuz Tariables^ est ögal ä la somme 
des facteurs du nombre n. On troure toutes les raleurs de /A en met- 
tant dans röquation 



g"^ au lieu de ^f aaf ^tant ögal au nombre n. Seit 

5/ Mbcc 

r^quation diff^rentielle ä laquelle on satlsfait par une ezpression ratio- 
nelle de y en x^ dans laquelle x monte jusqu'ä la /i'^^puissance: on poarra 
exprimer M rationnellement en ac et A au moyen de la formule gäa^ale 

Eliminant X au moyen de Tequation modulaire^ on aura une ^uation du 
m6me d6gr4 entre k et M. Ces ^quations entre k et M jouissent d'une 
propri^t^ remarquable. Savoir^ n ^tant un nombre preinier quelconque, on 
peut exprimer lin^irement la moiti^ des valeurs de /'M au mojen de 
l'autre moitiö. £n effet si I'on designe par M, M\ Mf\ litf*\ . . . , ilf^'^o 
les racines de T^quation du (/i + l)^* degrö trouT^e entre üf et ki on 
aura 

yfM! = Ä+ A' + A" + A''' +..., + ^^^, 
yfM" = ^ + a.^^ + a*^'' + «^^^"+ . . . . + JH^^ A^^\ 
/•iW"'= A + ßA' + ß*A'' + i^^"' +•...+ ß^T^*^^^, 



k 
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a^ ßp 6tc» ^tant leg racines imagiBairM de rdquation ^ss i« Dorn) 
on peut exprimer lin^airement les racines quarr^es des n -f* 1 raüi- 

nes par d*autres quantitds dont le nombre n'est que ^ • Cela donne 

le th^rime ^noncö, un des plas importants dans la thdorie algöbrique de 
la transformation et de la diyision des fonctions elliptiques. On aura le 
m^me thöorime par rapport aux ^quations qui [donnent hJH^ K'Mp etc. en k. 
Une öquation semblable pour /2=:5y ^rsAitf est 

Si Ton fait x^i^y + ky cette Ration se change en cette autre plus 

simple: 

y«_4*y*— 256(*— i;^)(l+*y) = 0- 

On pourra satisfaire par Tanalyse des fonctions elliptiques k une de- 

mande d'Euler ä Fägard du thöor^me de Fermate que tout nombre 

entier est la somme de quatre nombres quarrös : saToir de demontrer que 

la quatri^me puissance d'une s^rie 

puisse coatenir toutes les puissances de y. En effet je troure 

1+ 8^.+ ^^+ 24^+ 32jl^. .,_ 

^ + (1±^ + (! + ,-)• + (!-,«)• + (l+j-)* + 

)Ei ^tant un nombre impair quelconque et <P{p) la somme des facteurs 
du nombre pi formule dont le th^r^me de Fermat est un corollaire. On 
tire encore de cette formule et d'autres semblables des thöor^mes sur 
le nombre de toutes les döcompositions possibles d*un nombre donnä en 
quatre nombres quarrt. Un thterime semblable a ^tä proposö dans le 
deuzi^me cahier p. 191. En ezaminant avec attention Talgorithme de 
Tanaljse qui conduit k ces r^sultats remarquables^ on parriendra k <ita- 
blir des nouvelles m^tbodes dans la th^orie des nombres« 

Les fonctions elliptiques difförent essentiellement des transcendantes 
ordinal res. EUes ont une maniöre d'dtre pour ainsi dire absolue» Leur 
caractere principal est d*embrasser tout ce qu'il y a de pöriodique dans 
Tanalyse. En effet les fonctions trigonomötriques ayant une p^riode r^lle^ 

Grelle*« JonmiL lU. Bd. 3. Hft 40 
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las exponentielles une p^riode imaginaire^ les fonctions elliptiques em- 
braasent lea deax caa> puisqu'on a en mdoie tampa 

8mcm(ii + 4Jf) = sinam(ü) 

8ina/?i(ii+2/jSr') -= Binam(u), 
i itant=/* — !• D'ailleura on dömontre ais^ment qu'une fonction ana*. 
lytique ne aaura aroir plus quo deuz p^riodes^ Tune reelle et Tautre ima- 
ginaire ou Tiine et l'autre imaginaires. Ce dernier cas r^po nd ä un mo* 

dttle t imaginaireb Le quotient -^ des deux p^lodes d'unß fonction propo- 

a^ dötermine le module iE: des fonctions elliptiques par lesquelles eile doit 
dtre ezprimöe au mojen des formules 15*$ 17« U conriendra peut ötre.a 

introduire dans Tanalyse des fonctions elliptiques ce quotient -^ cooime 

module au lieu de /u A T^gard de ce quotient j'ai trouvö 

„ qua k ne change pas de valeur^ si Ton Ä^rit au lieu de -j^ rezpressiön 

bK+ib'K' _ KK' — ijahKK'^a'b'K'K') 

y,a, a\ h, b' ötant des nombres entiers quelconques» tf un nooabre 
^^impair, b un nombre pair^ tels que a6'<— a'6 = l)** 
th^r^me remarquable et qui doit ^tre envisiagö comme un des th^ 
remes fondamentauz de Tanalyse des fonctions elliptiques. 

Les m^thodes qui mont conduit k la th^orie g^nörale de la trans- 
formation des fonctions elliptiques s'appliquent ögalement k une dasse tria 
itendue d'int^gralejs doubles^ triples, et rnSme d'intögrales multiples d'un 
ordre quelconque. Un premier dssai sur cette mati^re öpineuse a ^t^ 
donn^ dans un petit memoire qui a pour titre: 

,,De singulari quadam duplicis integralis transformatione" 
inserä au second volume de voti^ Journal. 

Vous vojez^ Monsieur^ que la th^rie des fonctions elliptiques est 
un Taste objet de recherches qui dans le cours de sw d^Teloppemens em» 
Trassant presque toute Talg^bre^ la tb^rie des integrales däfinies et la 
Science des nombres. Quel titre de gloire pour l'illustre auteur du<traitö 
des fonctions elliptiques 9 que d'aroir crd^ cette belle tböorie et d'ayoir 
allumö ce flambeau & la posteritö. 
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28. 

Demonstratio duarum celeberriml Gaussii propositionumu 

(Disqu. arithin. p. 17.) 
(Auct TA. Clausen.) 

Oenotent (a), (»,ß), ((^ß>y)> etp. quantiute«, qnae ita a M inWcem pendeat» 

(«,ß)«ß(«) + l, 

(«,ß,y) = y(«,ß) + (»), 
(«,ß,y,i) = H»*'ßfi)+M)f etc. 
ttbi lex progressiooi« obvia est Niioe dico, «i faerit: 

(1.) (fl6,ß...iA,/tt)(ß,y....»,A,) — («,ß....«,Ä)(ß,y....A,/*) == ±1» 
fore etiam 

(«»,ß....fi,v)(ß,y....A,^) — («,ß....A,l«)(ß,y..../i,v) « + 1} 
in qua serie. numerus quantitätum a,ß...* unitate auctus «st Habemus enim: 

(«(,ß....ftyv) =s v(«,ß....Ätfi) + («(>ß*><«">^)> 

(ß,y....f«,v) == vö3,y....A,iK) + Cß»y'— ^'•)» 

quibus valoribus in aequationem posteriorem 8ubstitutis> aequatio(l.) statim 
sequitur. Nunc vero , cum sit : 

(«,ß>y)ß — («,ß)(ß,y) = (»ßy+«+y)ß--(«ß + l)(ßy+l) = -l} 
Tel cum aeqnatio (1.) raleat pro numero quantitatum «^ ß . « • • 3 ^ aequilur 
illam etiam pro numero 4, omnibu^que uUerioribus yalere^ sumto siffio 
superiore^ quando ille est par^ inferiore vero quando est impar» 
Cum sit: (a,ß....x,K) s=: h(»,ß..i.i,%)'{- (a,ß....9,i)p 

(T,a"....A*,A) = A(T,ö"....v,/x) + (T,flr....^p), 
erit: ('»'^«••...v,ifi)(Ä,ß....XyÄ) + (T,a'....^v)(«,ß. ...#,») 

= (r,ö'....A*,Ä)(«,ß....^x) + (T,ö^....v,A6)(«>ß*»*^^>^)J 
si enim aequatio prior in partem aequationis primam^ posterior in se- 

cuhdam substituantur^ aequatio fit identica« E^dem modo habetur: pars 

posterior aequationis 

= (T,a-....A,x)(«,ß....tf,i) -|- (T,a'....fi^Ä)(«,ß*...n>tf)i 

unde concludere licet: 

(T,ö')(«,/3....»,^)+(T)(«,ß....»,«)=(T,(r....^,y)(«,ß)+(T,<r....»,^(«), Tel 
Tö<«,ß....ir,^)+T(e^ß....«,flr)4-«^....w,^)==(«jS(T,ö'....^,y)+«(T,o'....e,J)+(r,ff«.^,y)^ 
r(a,ß'"-^,<r)-\-(etfß....v,^) = «(T,(r....y,ß)-f-(T,«*..,.5,y)j vel denique 

(2.) («,ß....a-,T) =5 (T,tf-....ß,«). 
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29- 

Lehrsatz. (Zu beweisen.) 

(Von Heim Df. HeUenmg zu Wismar. ) 



JLiin Kegelschnitt und eine Gerade liegen in Einer Ebene« In der Geraden 
nehme nian eine ungerade Anzahl von Puncten, und bezeichne sie in 
willkiihrlicher Ordnung durch t, 2, 3 . . . 2m^t. Sieht man nun diese 
Piucte als Durchschnittspuncte der gegenüber liegenden Seiten einer in 
den Kegelschnitt, übrigens wilkührlich su beschreibenden Figur an} so 
werden die 4 m 4* 2, Seiten derselben sich swar meistens kreucen» aber 
die Figur wird stets eine geschlosrene sein. 

Nemlich durch den Punct 1 sieht man wilkührlich eine erste 
Gerade, welche den Kegelschnitt jEweimal schneidet; durch einen dieser 
Durchschnitte und den Punct 2 sieht man die s weite Gerade; durch den 
noch freien Durchschnitt dieser zweiten und den Punct 3 die dritte; u. 
s. w. durch den noch freien Durchschnitt der 2mten Geraden und den 
Punct 2771-1-1 die 2i7i + Ite Gerade. Alsdann durch den freien Durch- 
schnitt dieser Geraden und den Punct 1 die 2 tti + 2te Gerade u. s» w» 
in derselben Ordnung der Puncto. Wenn man nun sulest durch den 
noch freien Durchschnitt der 477i -]- Iten Geraden und den Punct 2771+1 
die 4771 + 2te Gerade sieht; so mulüi diese allemal durch den noch freien 
Qurchschnitt der ersten Geraden gehn, und so die Figur schlieDton« 



30. 

Remarques sur quelques proprietes generales d'une 
certaine sorie de fonctiöns iranscendantes. 

I 

(Far Mr. N. H. Abel de Christiania.) 



Oi \^x dösigne la fonotion elliptique la plus gön^rale, c'est-ä-dire si 

oü r est une fonction rationnelle quelconque de x^ et R une fonction entiöre 
de la rndme variable, qui ne passe pas le quatri^me degr^, cette fonction 
a comme on sait la propri^t^ tr^s remarquable, que la somme d'un nom- 
bre quelconque de ces fonctiöns peut dtre exprimee par une seule fonction 
de la mdme forme, en j ajoutant une certaine expression alg^brique et 
logarithmique. 

U semble que dans la thöorie des fonctiöns transcendantes les göo- 
metres se sont born^s aux fonctiöns de cette forme. Cependant il existe 
encore pour une classe tres ^tendue d'autres fonctiöns une propriöte ana- 
logue ä Celle des fonctiöns elliptiques. 

Je veux parier des fonctiöns qui peuvent dtre regard^es comme 
integrales de diff^rentielles alg^briques quelconques. Si Ton 
ne peut pas exprimer la somme d'un nombre quelconque de fonctiöns 
donn^es, par une seule fonction de la m^m^ esp^ce, comme dans le cas 
des fonctiöns 'elliptiques, au moins on pourra exprimer dans tous les cas 
une pareille somme par la somme d'un nombre döterminö d'autres fonc- 
tiöns de la mgme nature que les premieres, en y ajoutant ui^e certaine 
expression alg^brique et logarithmique *). Nous dömontrerons cette pro- 
prietö dans Tun des cahiers suivans de ce Journal. Pour le moment je 
vais consid^rer un cas particulier, qui embrasse en mdme tems les fonc- 
tiöns elliptiques, savoir les fonctiöns contenues dans la formule 

1. ^x^J^ 



V^JR 



*) J*ai present^ uxi memoire sur ces fonctiöns k Tacaderaie royale des sciences de Paris vers 
la fin de Tannee 1826. Note de l'auteur. 
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R ätant une fonction rationnelle et enti^re quelconque^ et r une 
fonction rationnelle. 

2. 
Nous allons d'abord ^tablir le thöor^me suivant: 
Th^or^me L Seit <px une fonction entiire dex^ döcom- 
posäe d'ttne mani^re quelconque en deux facteurs entiers 
<P^x et (paX, ensorte que (px = 9^x.^;x. Soit/x une autre fonc- 
tion entiere quelconque et 

. • ^* J (X— a)>^(9>a:)* 

oü a, eist une quantit^ constante quelconque. D^signons par 
öq^ ^xj fl^a> • • • -i ^o> ^i> <^ft> • • • . des quantitös quelconques dont 
Tune au moins seit variable. Celä pos^x. si Ton fait 

oü A ne dopend pa;s de Xy je dis qu'on aura 

— \rya • *«6 ((ao+a,a+....+ana«)V"(9>,a)-(co+c,a+....4-c^a-)r(y^a)) ^ ^ ' 

^ 1 

OÜ C est une quantit^ constante et r le coefficietot de — dana 

* sc 

le d^veloppement de la fonction 

suivant les puissances descendantes de x. Les quantitös t^j 
e^y . . . . e^ sont ögales ä -f" 1 <>u ä — 1^ et leurs valeurs dopen- 
dent de celles des quantit^s x^j Xg. . « . x^. 

D^signons le premier membre de T^uation (3.) par Fx et faisons 
pour abröger: 

* Kx == rp+c.a? + CgX* + + ^m^> 

nous aurons 

6. Fx = (ö xy. (p, ar — {d^xf. ^^x. 

CelÄ pos^, seit x une quelconque des quantitös x^y x^^ . • . • ^r^^ on aura 

r^quation 

7. Fx 5= 0. 

De lä, en difierentiant^ on tire 

6. -Px.öx + ^Fx =i 0, 
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en dösignant par F'x la d^riv^e de Fx par l*apport ä x^ et i>ar SFx la 
di£förentielle de la mdme fonction par rapport aux q^uantitös a^f a^j 
ög, . . . .j c^j c^j c^y - ' ' • Ot en remarquant que ^»x et (p^x sont in- 
döpendants de ces dernieres variables, T^quation dpnnera: 

9. IFx = 2dx.<PiX.S0x — 26^x.(Pg^x.Sd^Xy 
dono en vertu de (8.) 

. 10. F'x.dx = 20^x.(p^x:^0^x — 2ex.<p^xjdx. 
Maintenant ayant Fx ^=^0^!=^ (ßx)\<p^x -^ (0^x)\(p^x^ on en tire: 

11. Oxk^(p^x = föjX./'ipgX, 
oü i=dil» De la vient 

6x.(p^x = td^x.^{(p^x.<p x) =5 €6^x.^((f>x)y 
0^x.<p^x 'SS, eöx. /"((Pgaf.tPia?) = e6x.^{(px)j 
donc Texpression de F'x.Bx pourra Stre xnise 80us la formte 

12. F'x.Bx = 2f.{öar.Jö,x — ö,x.^öx}.^(<par). 

Cola donne, eä multipliant par ««yY — VW~* — * 

\x — a)V{(px) "" (a: — a)F'x 

En faisant pour abröger 

14'. h(x) ss:-2fx(dx.8d,x^d^x.S6x),' 

il viendra; 

^* fy.dx Xx ^ 

"• ^'(o?— a)V(9a:) "" (x^a).Px' 

OÜ Ax sera une fonction enti^re par rapport ä x» 
Designons par ^Tx la quantitÖ 

Tx^ + Tar« + rars + •••• + Tx^, 
et remarquons que T^quatiön (14.) subsiste encore en mettant Tune quel- 
conque des quantitös x^, Xa,.... x^ au Heu de x, cette ^quation donnera 

Ac "^ y Jg. C/3P ' ^ ^^ ____ ^ 

(x — a)Y{<fx) {x — a)¥'x 

Cela pos6, on pourra chasser sans difficult^ les quantitös x^, af«» • • • • x^ 
du second membre. 

En effet, quelle que seit la fonction enti^e KXj oii peul'Hupposer 

hx 2= {x — «).X4X + Ää, 

oü \x est une fonction entifere de x, savoir . £n substituant 

cette valeur dans (15.); il viendra 

16'. j„ = s^+^^.sjj;^:. 
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Maintenant d'apr^s une formule. connue on aura 

17 ^ L. L 

ayant ^gard que 

F» = A{(t — irJC«— :rj .... (« — :c^, 
donc 

18. *u = -^ + S*^. 

U reste k trouver 2^—« Or cela peut se faire ä Taide de la formale 

(17.). . En effet en d^veloppant seien les puissances descendantea de 

OLy il yiendra 

a?* 1 

d'oü Ton yoit que ^pr ^^' ^g^'' ^^ coefficient de ^^ dans le develop- 

1 . , . 1 a* 

pement de ^, ou bien ä celtii de — dans le d^veloppement de ^. De 
\k on yoit ais^ment que S;^— > oü \x est une fonction quelconque en- 
ti^re de x^ sera ögal au coefficient de — dans le d^yeloppement de la fono- 

tion •^— Selon les puissances ascendantes de — • Si pour abr^ger on d4* 

signe ce coefficient compris dans une fonction quelconque r d^yetoppable 
de cette maniire par 11 r^ on aura: 

20. s^ = nif. 

Or la formule (16.) > en diyisant par Fx.(x — «), donne 

21. n.' ^^ Äi n^^ 

' {x — a)Pa: Far ' 

en remarquant que FI . _ .^ est toujours ögal ä zöro# Donc T^zpres- 
sion (16.) de ^v deyiendra 

Maintenant on a (14^) 

Kx =s 2/x.{ör.^ö,:p — ö.x.^öx}, 
donc en mettant A au Heu de x, 

Aa = aA{dÄ.Jö,« — Ö.a.^öa}. 
En vertu de cette expression et en substituant pour Fx sa valeur 
iOx)\<p^a — (ö,«)*.ipga, on obtiendra 



*■ 



r f^ 



30, Abeif nmarques sur une cerlaine sorie de fonciions iranscendante». 317 
{day.<pia—(d,a)'.^^a ' a?— a ' {dx)'. tp^ a?— (öio)*.^^^* 

On trouvera aisement rintögrale de cette expression^ car eii remarquant 
que/«, ^,«, <p,«, /x, X — «, <p^Xf ^.x sont des quantit^s constantes, on 
aura en yertu de la formule 

/ 'pdq—qdp _ i , ( pVm+gVw ) , 

p»m — g»n "" 2V(m.«) *"» • |p\rm— jV"«! * 

Or r^quation (15.) donne 
donc en faisant 

«t designant par f^, f«, • . • • e^ de$ quantitös de la ibrme ±1^ on aura 
la formule 

qui 8'accorde parfaitement avec la formule (4.)* 

hes valeurs de e^^ e^f .... e^ ne sont pas arbitraires, elles döpen- 

dent de la. grandeur de ^i> ^s> • • • • ^^ et celle-ci est dötermin^ par 

r^quation 

dx./'i/p.x) = ed,x/'(<p^x), 

^uivalente aux ^quations 
26. Öa?,.v^((p.jr0 = 6,.ö,j?,.^(^,jr,)j 6x^./'((l>,x;) = t^d,x^y/^((f>^x^)i . .. . 

D'ailleurs les quantit^s e^, e^, • . • • f^ conserveront les mdmes yaleurs pour 
toutes les valeurs Ae x^, x^, • • • . x^f comprises dans certaines limites. 
U en sera de mSme de la constante C 

3. 

La dömonstration pr^cödente suppose toutes les quantitös x^, 9*y • • . 
.. • Xftf diffi&rentes entre-elles^ car dans le cas contraire F^x seroit 6gal 
k z6ro pour un certain nomlire de valeurs de Xp et alors le second mem- 



<- 
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bre de la formule (14.) s^ pi^senteroit sous la forme §. N^anmoinB *il 
est ^vident^ qua la formule (25.) subsistera encors dans le cas mdme, ou 
plusieurs des quantit^s x^y Xg, • •• • x^ sont Egales entre-elles. 

En faisant x^ =^ x^j on aura (26,) 

et cela donne, en supposant que 0^x<p^x et Ox.cp^x n'aient pas de dmseur 
commun: 

En vertu de cette remarque on aura le thöor^me suivant: 
• Th^or^me IL Si Ton fait 

21. (dx)\(p,x—(0,x)\(p^x = J.(X'^x,y^ (a?— a'O'"* (^— ^^r^, 

oü les fonctions enti^res Ox,<p^x et d^x.<P^x li'ont pas de divi- 
seur commun^ on aura: 

Si Ton suppose /x divisible jpüir x— ;«, on aura/assO, donc 
en mettant /r.(ar—a) au lieu de fx, il yiendra: 

Th^or^me III. Les cboses ötant supposöes les m^oies 
que dans le 2. Tböor^me^ si Ton fait 

oü/xestune fonction entiSre qnelconque, on aura 

29. e,m,t^x, 4" ««'"»^a?« • . . . + s^m^.^'Xf, 

_ r j- n -^^ ift«. f ^a^ • V'Cy f jg) + ^x a? V(y. a?) t 

. Si dans la formule ci-dessus on suppose le degr^ de la fonction 
entiere/(x) moindre que la moiti^ de celui de (ßar^ il est clair que la 
partie du second membre affectö du signelT, s^^vanouira« Donc on aura 
ce tbeor^me : 

Th^or^me IV. Si le degrö de la fonction entiere (/x)* 
est moindre que celui de <px^ et qu'on fait 



'■^ -- 
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\LfX = / — • ■■■ : 



on aura 

6. 

En faisant f»=zi dana le th^or^me pröcödent et differentiant 
ib— -1 fois de raite^ on aura le^ thöori^me suivant 
Thöorime V. Si Ton fait 

. _ r dx 

^^ '^J(,x — afVi;tpwy 
on aura ' 

7. 

Si dans le th^röme IIL on rappose le degr^ de (Jx)^ moindre que 
celui de (pxj le second membre $e r^duit a une constante. Cela donne 
ais^ment le, th^oreme qui suit: 

Thöoreme VI. Si Ton d^signe par ^ar la fonction 

oü 1/ = -^^ 1, ji 1/ est impair^ et 1/= k ^ si v est pair, bn 

aura toujours: 

31. ^^i^^(iri) + «9^2^(^9) + »*-»+^^'w^^(^^) == a une constante. 
On voit que v' a la mdme valeur pour i; = 2/w — l et pour y = 2m» 
savoir v"=m — 2. 

Soit maintenant 

oü r est une fonction rationnelle quelconque de x. Quelle que soit la 
forme de r, on pourra toujours faire 

OÜ /ar^ fi^f fa^y • • • • fm^ sont des fonctions enti^res. Cela pos^ il est 
clair qu'en vertu des th^rimes III. et V* on aura le suivant: 
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Th^or^me VII. Quelle que soit la fonetion rationelle 

tf ezprimöe par la formule (32.), en faisant 

qq j._ prdx dx . V(y, x) + g, x. y(y , x) __ 

' ^ "^JVitpxy^ ö«. VCy, X)'— ö,a?.V"(y,x) "" 

OD aura toujours: 



Xxi 



e,/Wj\^x,+e«'w«\^x, + .... + e^m^\par^ = C-\-U 



Vi^) 



*oß%(«) 



34. <-/T,-5|^ii-v^^°fi^«'-I^-|^«^»'i^fe-^*>6^^^ 



• • • • 



/oi»« 



log%« 



Alf 



en reprösentant par /'(i) le prodait 1.2.3 (Ir^l). 

9. . 

Precedemment nous avons consid^r^ les quantit^ x^, Xg, .... x^ 
comme des fonctions de a^y Oif a,^ . • • • c^^ c^f c^f • • • • Supposons 
xnaintenant qu*un certaln nombre des quantitö x,^ x^, .... ar^ soient 
donn^es et regard^es comme des variables indöpendantes ; et soient x^y 
x^j .... x^i ces quantitiSs. Alors il faut d^terihiner a^, o», .... c«, c^, ..• . 
de maniere que le premier membre de T^quation (3.) sait diyisible par 

{x—x^ix—x;) .... (x— x^). 

Cela se fera ä Taide des ^quations (26.). Les [iJ premiöres öquations , 



donneront un nombre /t^ des quantit^s ^o? ^i» • • • • ^o> ^s> • • . • expri- 
m^es en fonctions rationnelles des autres et de x^, x^^ ... . • x^/j /"CP^Of 

Le nombre des ind^terminöes ^o» ^j, . . . . a^, r^, c», . , . . c^ 
est egal ä m + /2 -j- l j donc, comme il est aisö de voir par la forme des 
equations (35.), on pourra faire /*'=/w + /2 + i. Cela posö, en substi- 
ttiant les valeurs de a^y a^^ .... ^o? ^i> ' - • • dans les fonctions dx,- 
Ö,x, ,1a fonetion entiere {OxY.(p^x — (ßiX)\(p^x deviendra divisiblepiM* 

{X — X0(X Xg) .... (x— x^>. 

t)^signant le quotient par Ry on aura 

36. R = -^(«— i?^Vi)(^— V-h) • • • : *(^— ^iu). ^ '" ' 
Donc les f^'^fi^ quahtit^s ^r^^+o *^/+«> .... x^y sdront les racines d*iine 
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^quätion jR = de degr^ t^'r^V'^ ^ont tous les coefficiens sont exprim^s 
rationnellement par les quantites x», Xg, Xj, • . . • x^,j /(^^A V^(^^t)> ••• 
. . . /'{(Px^). 
FaisoDS 

^/il+l^=^I> ^//,+i^^*l> • • • • ^/<' = ^/<, > 
cn aura, en d^signant par %//(x) la fonction /^--^, 
) = u — -v/zy,— .xpy. — %^y3 — — ^yyy 

oü u est une expression alg^brique et logaritbmique« Les quantitöa x^^ 
x^f • • • • x^^\ x\^ x'^y . . . . x^^ sont des quantitös rariables queloonques, et 
y\9 y^f • • * • y^' seront d^terminables ä Taide d'une ^quation du degr^ v'. 

Maintenant nous verrons qu'on pourra toujours rendre v' indepen- 
dant du nombre ft^-(-A^a ^^^ fonctions donn^es« En e£fet chercbons la 
plus petite valeur de v\ 

£n supposant indetermin^es toutes les quantit^ ^o9 ^ly • • • • ^ot 
c^f . . . .y il est clair que fi sera ^gal ä Tun des deux nombres 2/i4* Vt ®t 
2m +^a9 ^^ ^x ^t ^^ reprösentent les degrös des fonetions (p^Xy (p^^. Soit p. ex. 

on doit avoir en mdme tems: 

/tA> 2/72+Va, 

d'oüy en ajoutant, on tire 

^= ^ *4* y 

fA^m + TiH — ^-J— ^> 

ou 
donc 

ou bieny dösignans le degrö de (po; par y» 

38. >''>Y— ^• 

De lÄ on voit, que la plus petite i^aleur de v' est -^ ou -^ 1 , selon 

que V est impair ou pair. 

Donc cette valeur est indöpendante du nombre ft^ -|- /t. des fonc- 
tions donnöes; eile est pr^cisöment la mSme que le nombre total des 

Grelle*! JoaroaL m. Bd. 4. Hit AI 
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coefficiens ^o» Ky Ky • '"• • ^cins le 6"°* th^orime. On aura mainteuaot 
ce thöor^me: 

Theoreme Vm. Soit v/y^rz:/^^, ou r est nne fonc- 

tion rationnelle quelcongue de Xj et (ßx une fonction entiere 
de degr^ 2y — 1 ou 2i/, et soient Xi^ x^^ . . . . x^j x\y Xg, . . . . x^, 
. des variables donnöes* Cela pos^^ quel que soit le no,mbre 
f*i + A«tt des variables^ on pourra toujours trouver au moyen 
une öquation alg^brique, v — 1 quantitös y», /»> : . . . y^^, tol- 
les quo: 



)= v + ^ •^yi + ««NPya + — + ^-i^yv-o 

V 4tant algöbrique et logarithmique, et e^y eif • • • • ^r^% ^gA- 
les a +1 ou ä — 1. 

On peut ajouter que les fonctions /!,/»,•••• y,^i restent les mÄ- 
mes> quelle que soit la forme de la fonction rationelle r^ et que la fonc- 
tion t; ne change pas de valeur en ajoutant ä r une fonction entiere 
quelconque du degrö v — 2. 

10. 
Les öquations (35.) qui d^ternninent les quantit^s o^^ »^^ . . . . 
^o9 ^19 • • • • deviendront en vertu de la formule (39.) 

öx,. /-((p.xj = ö,x,./-((p,xjj öx;./"((p,x:) = — ö:x:./-((PaxD, 

öx,.y((p.x.) = ö,x../-((p,xOj ex:.^((p,xO = — ö.x;. /"((?,<), 



40. 



^x^^.yr(<P^^^,)^o,x^^•/'((p,x^;)i ö^;i../-((p,^^,)=— ö,4,.vr((p.^;j 

Pour d^terminer «i» ^a» • • • • «^i> on aura les ^uations: 

Oy,.}r((P.yi) = ^Ö,y,.|r((p.yJ, 

41. ^^:y*-^(^»:y«) = ^«^^»y^-^c^^y«)^ 

Les fonctions y^ /a^ • • • • y^-^i sont les racines de l'^uation 

42 (ö y)».qpxy — (^ir)^yar q 

Le degrä de la foncüon öy est /2 = ^'+^»"r^~ ~^' et celui de 
Ä^y est m s= ii -f. i;^ — y.. 



iMf 
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11. 

La formule (39.) a lieu si plusietirs des quantitös x^, x^, • . . 
x\j x^f . . . . soni egales entre elles, mais dans oe oas les öquations (40.) 
ne sufiisent plus pour d^terminer les quantites ^o» ^i^ • • • • ^09 ^o • • • o 
car si p. ex« x. = x^ = . . . • c= x^ , les k premiSres des öquations (40.) 
äeviendront identiques. Pour avoir les ^quations n^cessaires dans ce eas 
soit pour abr^ger 

ÖX./*((PjX) — ö,x./'(^a») = A». 

L'expression j- doit avoir une valeur finie en faisant x = x^ . De 

lä on tire d*apr^s les principes du calcul diff^rentiel, les k öquations 

42* Xx, = Oj Vx, = 0i V'x, = 0i .... \^*-*5x, = o, 
et ce sont eil es, qu'il faut substituer a la place des öquations 

Kx = 0, Xjrg = 0> . • • • A:Ci s= 0, 
dans le cas oü ur^ = 0*2 ^ • • . • J^jt' 



42 
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31. 

Ueber die Hrümmung einer beliebigen Fläclie 

in einem gegebenen Puncte. 

(Von Herrn Dr. Flücker zu Bonn.) 



1. In die Reihe der zierlichsten Resultate^ zxx welchen die allgemeinen 
Untersuchungen über krumme Oberflächen geführt haben, gehört unstrei- 
tig auch der von Eul er zuerst bemerkte Satz, dafs jede Fläche in je- 
dem ihrer Puncte nur zwei Krümmungen hat, und die Richtungen die- 
ser beiden Krümmungen auf einander senkrecht stehen. Dafs dieser 
Satz allen möglichen continuirlichen , d. h. durch eine Gleichung 
darstellbaren Flächen zukommt, beruhet offenbar darauf, dals ein 
Element einer solchen Fläche im Allgemeinen als ein Element einer 
Fläche zweiter Ordnung in allen denjenigen Beziehungen anzusehen ist, 
wo in der analytischen Entwicklung nicht höhere Differential- Coefficien* 
ten, als die der zweiten Ordnung, in Betracht kommen, oder mit andern 
Worten, wo wir auf der Fläche nach jeder Richtung hin nur drei auf 
einander folgende Puncte, oder, was dasselbe heifst, nur zwei geradlinige 
Elemente berücksichtigen. Zugleich erblickt man aber auch auf diese 
Weise, dafs der Eul ersehe Satz für gewisse Puncte seine Anwendung 
verliert, nemlich für solche Puncte, in welchen die Berührungs- Ebene 
mit der Fläche einen Contact höherer Ordnung hat, wobei zugleich mit 
den ersten Differential - Coefficienten (bei gehöriger Coordinaten- Bestim- 
mung) auch die zweiten verschwinden. Alsdann kanh man aber noch 
immer nach den Krümmungsrichtungen der Fläche, d. h. nach denjeni* 
gen Richtungen fragen, nach welchen man zu Puncten der Fläche komm^ 
in denen die Normalen der Normale im Berührungs- Puncte begegnen. 
Die Absicht dieses Aufsatzes geht nun eines Theils dahin, den Euler- 
sehen Satz in sofern zu vervollständigen, dals jene Krümmungsrichtun- 
gen bestimmt und geometrische Beziehungen derselben nachgewiesen wer- 
den sollen. 

Ferner hat Eul er ebenfalls zuerst gezeigt dals, wenn man durch 
einen gegebenen Punct irgend einer Flache nach allen beliebigen Rich- 
tungen Normalebenen legt> von allen, auf diese Weise auf der Fläche be- 
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Stimmten Durchschnittscurven^ diejenigen in dem ge^benen Puncte ein 
Maximum oder Minimum der Krümmung haben^ welche in den beiden^ 
die Krümmungsrichtungen der Fläche enthaltenen Normalebenen sich be* 
finden } und daCi^ wenn die Krümmungen nach diesen zwei Richtungen 
bekannt sind^ sogleich aich die Krümmung nach jeder beliebigen dritten 
Richtung bestimmen läfst. Für die in dem Obigen schon bezeichneten 
Puncte ist^ nach dem gewöhnlichen Ausdrucke^ die Krümmung nach 
allen Richtungen hin Null, d. h, der Osüulations - Kreis und überhaupt 
jede Osculations- Linie zweiter Ordnung geht in eine gerade Linie über. 
Aber nichts desto weniger lassen sich die nach verschiedenen Richtifegen 
genommenen Krümmungen in solchen Puncten unter einander verglei* 
chen^ und für das Maafs solcher Krümmungen können wir allgemein 
den reciproken Werth des Parameters p einer Parabel der n Ordnung 

(t.2. ...n)py = x* 
nehmen^ wenn der Contact von der (n — i) Ordnung ist. Wir können^s 
also auch nach einem Maximum oder Minimum der Krümmung fragen 
ujjii uns die Aufgabe stellen, die Krümmung nach 4iner beliebigen Rich- 
tung zu bestimmen y wenn dieselbe nach gewissen Richtungen schon be- 
kannt ist 

2. Es sei, in der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten^ 

(1.) II == (p (/, y, z) = 
die Gleichung der gegebenen Fläche. Zugleich sei der auf der Fläche 
gegebene Punct zum Anfangspuncte der Coordinaten und die Tangential- 
ebene in diesem Puncte i^r Ebene der x, y genommen, wonach also die 
Normale, Axe der z wird. Die Normale in irgend einem andern Puncte 
der Fläche, dessen Coordinaten at, y und z sind, hat, auf die Tangential* 
ebene projicirt, folgende Gleichung: 

indem wir JT und X als die eigentlichen veränderlichen Grofsen (eoor* 

donnees courantes) betrachten und l^) aus (1.) in der Voraussetpung 

herleiten, dals z constant sei. Soll die Normale der Axe z begegnen, so 
muls offenbar ihre Projection durch den Anfangspunct geben. Hiernach 
erhalten wir folgende Bedingungsgleichung: 

(2.) y-^^^=^^- 
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Diese Gleichung stellt^ indem wir x^ y und z als Teränderliche Groben 
betrachten^ eine Fläche dar^ deren Durchschnitt mit der gegebenen Fläche 
diejenigen Puncto bestimmt^ denen Normalen entsprechen ^ die der Nor- 
male im Anfangspuncte begegnen. Diese Puncto liegen im Allgemei- 
nen auf einer Curve doppelter Krümmung. Wenn \t^) unabhängig ist 

Ton Zf d. h. wenn die Gleichung der gegebenen Fläche unter folgender 

Form sich darstellt: 

2r = v// (x, y), 

so iat (2.) auch die Gleichung der Projection dieser Curve. Im entge- 
gengesetzten Falle müssen wir^ um diese Gleichung zu erhalten > z zwi- 
schen (1.) und (2.) eliminiren. Unsere Aufgabe^ diejenigen Richtungen 
zu bestimmen^ nach welchen wir^ von dem auf der Flache gegebenen 
Puncto auSy gehen müssen^ um zu solchen consecutiven Puncten zu kom- 
men, denen Normalen entsprechen, die der Normale in jenem Puncto be- 
gegnen> — reducirt sich hiernach offenbar darauf: an die eben bezeichnete 
Linie doppelter Krümmung, im Anfangspuncte der Coordinaten (der ein 
vielfacher Punct ist) Tangenten zu legen. Da diese Tangenten auch die 
gegebene Fläche berühren müssen, so liegen sie in der Ebene der x, y, 
und die Construction derselben läuft darauf hinaus, an die Durchschnitts- 
curve dieser Ebene und der Fläche (2.) [Curve, deren Gleichung man 
erhält, indem man in (2.) 2r = setzt] im Anfangspuncte der Coordina- 
ten Tangenten zu ziehen* ^ 

3. Nachdem wir diese Bemerkungen vorausgeschickt halben, wol- 
len wir nun die einseinen Fälle discutiren und zu diesem Ende anneh- 
men, die Entwicklung von (1.) gebe: 

(3.) « = ^y" + Byjr+Cx»+l>y» + Ey«x + Fyx»-|-Gx' + 

+ ilf y»+ i7y*-»« + Öy"-*x' + . ... + j^y«x»-»+ fiyx"-'+ .Sx» + 

(Nach der oben gemachten Coordinatenbeatimmung fehlen nothwendig das 
constaate Glied und die mit x und y behafteten Glieder.) Alsdann er- 
hal|^D wir, wenn wir entwickeln , statt (2.) folgende Gleichung: 
= By*-|-a(C— u^yx — Ba* 

■i-Ef^ (2F^3D) 7«x + (3 Ö— 2£)yx*--Fx' 
(4.) ( + 

"■J" • • • « 
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Die drei ersten Glieder dieser Gleichung für sich allein gleich Null gesetzt : 

By^ + 2(C— ^)yx — fix* = 
Stelleu das System der beiden Tangenten im Anfangspuncte dar^ und die 
trigonometrischen Tangenten derjenigen Winkel^ welche diese beiden 
Tangenten mit der Axe der x bilden^ sind durch die Wurzeln folgender 
Gleichung gegeben: 

. (5.) B/*4.2(C— ^/ — -B = 0, 
die wir erhalten^ indem wir alle Glieder der Torhergehenden Gleichung 

durch X* dividiren und — = / setzen*). Diese Gleichung hat immer 

reelle Wurzeln , bezeichnen .wir dieselbe durch t^ und t*', so kommt: 

^'/"+ 1 =^ 
d.h. die, durch (5.) bestimmten Richtungen, die Krüinmungsrichtun* 
gen der gegebenen Fläche in dem gegebenen Puncte, sind auf einan- 
der senkrecht. 

4. Wenn wir die Axe der y in der Ebene der x, y drehen, bis 
sie mit der Axe der x irgend einen Winkel m bildet, so erhalten wir 
nach den bekannten Coordinatenformeln 

x + ycosft> für x, ysinta für y. 
Um ferner zu der Gleichung der Durchschnittscurve der gegebenen 
Fläche und der neuen Ebene der z, y zu kommen, brauchen wir nur in 
der Gleichung (1.) oder (3.) die der obigen Goordinatenverwandlung ent-* 
sprechenden Substitutionen zumachen und alsdann x = zu setzen } oder, 
was dasselbe ist, sogleich in diesen Gleichungen ycosta für.x und ysinw 
für y zu schreiben* Auf diese Weise ergiebt sich aus (3.): 

z = y^(j4sin^(0'^Bsin(aco8(o^Ccos*(o) * 

-j- y^(p8in^co'{'E8in^ci>cos(a'{-'Fsin(ocos^OD'^ (rcos^w) 
(6.) \ -f- • • . . 

4- /"(x^sin^w-f- 7Vsin'*~*w cos« + . ...+ Jlsin«cos'*~*»+«Scos*«) 

Der Krümmungshalbmesser dieser Curre im Anfangspuncte der Coordi- 
naten ist, da j^ verschwindet, gleich dem reciproken Werthe von 



d'z 



dy 
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m 

Um das Maximum oder Minimum dieses Krümmungshalbmessers, wenn 
wir den Winkel oi als veränderlich betrachten, £U erhalten, brauchen wir 

nur den vorstehenden Werth für -j-^ in Beziehung auf cü sa differentii- 

ren und alsdann — ^-^ — gleich Null zn setzen. Auf diese Weise kommt, 
wenn wir zugleich durch cos^cü dividiren und t für tangft» schreiben: 

Diese Gleichung ist identisch mit (5.)* Die beiden Rrümmungsrichtun* 
gen der gegebenen Fläche in dem auf derselben gegebenen FunCte sind 
also zugleich diejenigen Richtungen, nach welchen Ebenen, die auf der 
Tangentialebene senkrecht stehen, die Fläche in Curven schneiden, de- 
ren Krümmungshalbmesser in dem gegebenen Puncto grölste oder kleinste 
Werthe erhalten. 

Wenn wir endlich den Werth des zweiten Differentialcoefficienten 
gleich Null setzen, so erhalten wir diejenigen Richtungen, nach welchen 
wir Schnitte führen müssen, damit die Krümmungshalbmesser der Durch- 
schnittscurven unendlich werden. Auf diese Wei§e kommt, wenn wir 
hier tang <ü = i^ setzen: 

Diese Gleichung hat reelle, imaginäre oder gleiche Wupzeln, je nach- 
dem der Ausdruck (B^ — ^AC) positiv, negativ oder Null ist. Bezeichnen 
^ir die Wurzeln dieser Gleichung durch u' und u'\ so ist 

Wenn wir also voraussetzen, daß die Coordinaten- Azen ursprunglich so 
angenommen worden sind, dafs i/^-4*^^^ = 0> so verschwindet auch J?, 
und die Gleichung (5.) giebt ^ = oder / = oo. Wir sehen hierauf dafs 
die Krümmungsrichtungen der Fläche die Scheitelwinkel halbiren, welche 
von denjenigen Richtungen, nach welchen die Krümmungshalbmesser der 
Schnitte unendlich sind (von den Richtungen hohem Contacts), ge- 
bildet yrerden. 

Die Bestimmung der Richtungen höhern Contacts, wenn die bei- 
den Krümmungsrichtungen gegeben sind, ist eine unbestimmte Aufgabe» 

5. Wir gehen nun weiter und wollen voraussetzen, daCi in der 
Gleichung (3.) der gegebenen Fläche ^, B und Null seien. Alsdann 
erhalten wir folgend^ Gleichung: 



« « 



t> 
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(7.) JSy5 + (2F— 3Z?)/a7 + (3G— 2jE)ya^ — F:p3 _ oj 

welche das System dreier Tangenten der durch (4.) dargestellten Curve 
in dem Anfangspuncte der Coordinaten^ welcher ein dreifacher Punct (point 
triple) derselben ist^ darstellt. Durch diese Tajigenten sind die Krüm- 
mungsrichtungen der gegebenen Fläche bestimmt^ d. h. wenn wir nach 
der Richtung dieser Tangenten^ vom gegebenen Punct aus^ auf der Fläche 
fortgehen 9 so begegnen wir solchen consecutiven Normalen ^ welche die 
Normale in jenem Functe schneiden. Diese Riphtungen bilden mit der 
ersten Axe Winkel, deren trigonometrische Tangenten durch nachstehende 

Gleichung, die wir aus (7.) erhalten, indem wir durch x' dividiren und 

• 

. t für ^ schreiben, gegeben sind: 

(80 £^^+(2F— 3J5)«» + (3G-2£)/ — F=z=o. 

^ir erhalten die Gleichung der Durchschnittscurve der Fläche 
und einer durch die Axe der z gehenden Ebene, die mit der Ebene der 
zx irgend einen Winkel cü bildet, wenn wir in (6.) ^, B und C gleich 
Null setzen. Da für diese Gleichung alsdann die beiden Differentialcoeffi- 

cienten j^ und t-t verschwinden, wenn wir z und y gleich Null setzen, 

so wird der Radius des Krümmungskreises für den Anfangspunct unend- 
lich und das Maals der Krümmung der Durchschnittscurve in diesem 
Puncto ist der dritte Differentialcoefficient : 

|i| = 2.3(Z)sin'ft)+Esin*ft)COSft)4-FsincöCos*«+Gco8'«). 

Wenn wir cü als veränderlich betrachten^ so erhalten wir für das Maxi- 
mum oder Minimum dieses Ausdrucks, indem wir wie oben tangcüs/ 
setzen, folgende Bedingungsgleichung zu erfüllen: 

-E^ + (2F— 32>)^' + (3G — 2£)r — F = 0. 

Diese Gleichung ist identisch mit (8) und somit ist dargethan, dafs die 
Krummungsrichtungen der Flache zugleich diejenigen Richtungen 
sind, nach welchen die Schnitte der Fläche ein Maximum oder Minimum 
der Krümmung haben. 

Der dritte Differentialcoefficient verschwindet, wenn wir den Win- . 

kel » vermittelst folgender Gleichung, in der wir u für tangw schreiben, 

bestimmen : 

(9.) jDz/^ + JSü* + F£/ + G = 0. 

Da diese Gleichung vom dritten Grade ist, so giebt es im Allgemeinen 
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drei Ricbtungen, nach :w6lchen hin die Fläche mit der Tangentialebene 
einen Conlact noch höherer Ordnung (der dritten) hat. Diese Richtun- 
gen höhern Contacts stehen mit den Krümmungsrichtungen in ge« 
gepseitigen Beziehungen , worüber wir in «einige Entwicklungen einge- 
hen wollen. 

6. Wenn ^,= 0, so wird eine Wurzel der Gleichung (8) gleich 
NuU^ d. h. die Axe der x fällt mit einer der drei Krümmungsrichtungen 
zusammen. Aber alsdann ist zugleich , wenn wir die drei Wurzeln der 
Gleichung (9.) u% uf' und i/'" nennen: 

mithin auch^ wenn wir durch u' u" u'*' dividiren: 

(10.) ii; + ^ + A = «. 

Es ist also die Summe der Cotangenten derjenigen drei Winkel^ welche 
die drei Richtungen höhern Contacts mit einer beliebigen der drei Krüm«* 
mungsrichtüngen bilden, gleich Null. Wenn wir also, bei einer beliebi- 
gen Annahme der ersten Axe, die Winkel, welche die erstgenannten drei 
Richtungen mit dieser Axe bilden, a^, xxJ' und (xJ*' nennen, und eo. denjeni- 
gen Winkel, welchen eine der drei Krümmungsrichtungen mit derselben 
Axe bildet, so ist 

(11.) cot(a'— -cü) + cot(a''— cü) + cot(a'''— w) = 0, 
mithin: 

l-t-tangft^tanga> . i+tangot^^tan gctf . i + tangg^^^tftngft» ^ 

tanga' — tangco ■" tanga'' — tangco "' tanga"' — tangoi "^ 

Diese Gleichung ist, wenn wir entwickeln, in Beziehung auf tangc» vom 
dritten Grade, und durch ihre drei Wurzeln sind die ELrümmungsrich- 
tungen alle drei bestimmt. 

7. Wenn wir G = setzen, so ergiebt sich aus dem Anblick 

der Gleichung (9.), dafs ein Werth Ton u Null wird, d. h. daf^ die Axe 

der X mit einer der drei Richtungen höhern Contacts zusammenfallt. 

Alsdann folgt aus (8.)^ wenn wir die Wurzeln dieser Gleichung /', t** 

und V^^ nennen: 

f' t" + ^ t''' + t'' t'" = — 2, . 

Es ist also die Summe derProducte je zweier der trigonometrischen Tan- 
genten derjenigen drei Winkel, welche die Krümmungsriobtangen der . 
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Fläche mit einer beliebigen der drei Richtungen hÖhern Contacts bilden 
gleich ( — 2.)f oder, was dasselbe heifst, die Summe der Cofangenten die- 
ser drei Winkel, negativ genommen, ist gleich dem doppelten Product 
derselben Cotangenten. Wenn wir, bei einer beliebigen Annahme der 
ersten Axe, diejenigen Winkel, welche die drei Krümmungsrichtungeil 
mit dieser Axe bilden, co'y U)^^ und to'^^ nennen und a denjenigen Winke], 
welchen mit derselben Axe eine beliebige der drei Richtungen höherü 
Contacts bildet, so erhalten wir folgende Gleichung: 

(13.) tang (ft)' — a) tang (w'' — a) + tang (ce)'— ei) tang (ö)'" — «) 
+ tang (cö"-^a) tang y—a) + 2 = 0, 
die £ur Bestimmung von a durch oü% (/>'* und (o^'^ zu einer tileichung des 
dritten Grades führt. 

8. Wir wollen noch einige einzelne Fälle besonders bemerklich 
machen. Wenn zwei der drei Richtungen hö'hern Contacts zusammen- 
fallen, so fällt mit denselben auch eine der drei Krümmungsrichtungen 
zusammen. Dies folgt sogleich daraus, dafs, wenn man die Coefficienten 
F und G der Gleichung (9.) gleich Null setzt, auch in der Gleichung (8.) 
das von / unabhängige Glied ausfällt. Wenn alle drei Richtungen hö- 
hern Contacts zusammenfallen, so fallen mit ihnen auch zwei der drei 
Krümmungsrichtungen zusammen und die dritte steht auf ihnen senk- 
recht J)er letztere Theil dieser Behauptung ergiebt sich aus dem An- 
blick von (13.), in der, wenn w' — a=w" — a = 0, nothwendig to'" — x 

gleich sein mufs -^. Die Fläche hat also im engern Sinne nur eine 

einzige Krümmung, und die Richtung derselben ist senkrecht auf den 
Richtungen höhern Contacts. 

Wenn eine der Richtungen hohem Contacts und eine der Knim-' 
mungsrichtungen auf einander senkrecht stehen, so halbiren dieselben so- 
wohl diejenigen Scheitelwinkel, welche von den beiden übrigen Linien 
höhern Contacts, als auch diejenigen, welche von den. beiden übrigen 
Krümmungsrichtungen gebildet werden. Dies erhellet daraus, dals wenn 

1 1 

man in (12.) ^77 = ^ ^"^ ^^ (l^-) ^^^^ setzt, man aus diesen beiden 

Gleichungen folgende zieht: 

t'+t" = 0, u'+u'' = 0. 
Wenn die drei Richtungen höhern Contacts lauter gleiche Winkel bil- 
den, so werden dieselben von den drei Krümmungsrichtungen halbirt, so 
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dal5 diese unter einander ebenfalls gleiche Winkel bilden und auf jenen 

senkrecht stehen« 

Es können zwei der drei Rrümmungsrichtungen zusammenfallen. 

Soll diels in der ersten Axe geschehen, so erhalten wir folgende beide Be* 

dingungsgleichungen : 

F=: 0, , 3G = 2E, 

und hiernach zur Bestimmung der Richtungen hohem Contacts, aus (9.) : 

I 

Zwei Wurzeln dieser Gleichung sind nothwendig imaginär, weil der 
Coefficient von — positiv ist. Wenn alle drei Krümmungsrichtungen zu- 
sammenfallen, so ist zugleich 27 = 0. Die letzte Gleichung zeigt, dafs 
alsdann die einzige reelle Richtung höhern Cöntäcts auf jenen Krüm- 
mungsrichtungen senkrecht ist. 

9. Die vorstehenden Entwiklungen können wir ohne Schwierig- 
keit auf den allgemeinen Fall ausdehnen, wo die Fläche in dem ge- 
gebenen Puncto 'mit einer Ebene einen Contact der (n — l)ten Ordnung hat, 
und also der zweite Theil der Gleichung (3.) mit denjenigen Gliedern 
anfängt, die y und x in der nten Potenz enthalten. Statt der Gleichun- 
gen (8.) und (9.) finden wir alsdann folgende: 

(14.) iVr + (20— ./2iK)r-^+..-.+(/25— 2i?)/ — JR = 0, 
(15.) Mir + Nu''''+ Of/«-»+ ....+ Qi:''+ Ru + S =z 0. 
Diese Gleichungen haben beide, wenn n eine ungerade Zahl ist, wenig- 
stens eine reelle Wurzel; es giebt also, wenn eine Fläche in einem ih- 
rer Puncto mit einer Ebene einen Contact von gerader Ordnung hat, in 
diesem Puncto wenigstens eine Krümmungsrichtung und eine Richtung 
eines Contacts der /2ten Ordnung. In demjenigen Falle, wo die Ordnung des 
Contacts eine ungerade ist^ braucht die Fläche in dem gegebenen Puncto 
nach keiner Richtung hin mit der Tangentialebene einen Contact hö- 
herer Ordnung zu haben; sie hat aber immer wenigstens zwei 
Krümmungen. Um diese letztere Behauptung zu beweisen, wird es 
hinreichend sein, beispielsweise denjenigen Fall zu betrachten, wo /z = 6. 
Die Gleichungen (15.) und (14.) werden in diesem Falle: 

(16.) Mu^ + Nu' + Ou"^ H- Pu^ + i^tt- + Ä« -f »S = 0, 
(17.) iV^/6 + (2O--6A0^'-h(3P— 5^)/*-|.4(i^— Ö)^^ + (5fi-^3P)/* 

4.(6iS— 4j^)/ — Ä = 0. 
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Wir können^ ohne der Allgemeinheit dieser Gleichungen irgend Abbruch 
£U thun, annehmen^ lY sei positiv. Wenn alle Wurzeln der Gleichung 
(17.) imaginär sein sollen^ so mufs nach der allgemeinen Theorie der Glei- 
chungen , bei obiger Voraussetzung, R negativ sein; es muls ferner der 
Coefficient von t* positiv sein, und folglich ist, da Ä<CO, auch P noth- 
wendig negativ j endlich mufs auch der Coefficient von t* positiv sein, 
und folglich ist, da P<^0, auch IV nothwendig negativ: was im Wider- 
spruche mit dem Vorstehenden ist Wir können also als vollständig be- 
wiesen ansehen, dals jede Fläche in jedem ihrer Puncte wenigstens eine 
oder zwei Krümmungen hat, je nachdem sie in jenem Puncte mit einer 
Ebene einen Contact von grader oder von ungerader Ordnung hat. 

10. Wenn wir die erste Axe so bestimmen, dafs sie mit einer 
Krummungsrichtung zusammenfallt, so wird eine Wurzel der Gleichung 
(17.) Null, und mithin kommt £ = 0; und hiernach folgt aus der Glei- 
chung (16), daß die Summe der reciproken Werthe der Wurzel dieser 
Gleichung Null ist. Also: 

Wenn irgend eine Fläche in irgend einem ihrer Puncte mit einer 
Ebene einen Contact der (n — l)ten Ordnung hat, so ist die Summe der Go- 
tangenten derjenigen Winkel, welche die /z Richtungen, nach denen die 
Fläche (im Allgemeinen) mit der Tangentialebene in jenem Puncte einen 
Contact der /zten Ordnung hat, fnit einer beliebigen der n Krümmungsrich- 
tungen bilden, gleich Null. 

Wenn wir /i = 2 nehmen, so erhalten wir aus dem vorstehenden 
Satze, als besondern Fall, den Eul ersehen Satz, dals in den gewöhnlichen 
Fällen die beiden Krümmungen in beliebigen Puncten einer Fläche auf 
einander senkrecht stehen. 

11. Es bleibt uns jetzt nur noch übrig, die Krümmung der Fläche 
in dem gegebenen Puncto nach einer gegebenen Richtung zu bestimmen, 
wenn dieselbe nach gewissen Richtungen bekannt ist. Nehmen wir so- 
gleich den allgemeinen Fall, dafs die Fläche mit der Tangentialebene in 
dem gegebenen Puncte einen Contact der (n — i)ten Ordnung habe, so erhalt 
ten wir (nach No. 4.) für die Gleichung der Curve des Durchschnittes 
der Fläche und einer Normalebene, die mit der Ebene der zx irgend einen 

Winkel a bildet: 
;p==5y^(iIfsin"ft> + 7V'sin'^*«coSfti + ....+ Äsin»co8"''»H-4Sco8''fl#)+.... 

Bezeichnen wir ferner (nach No. 1.) den Krümmüngsparameter 
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Cnrre im Anfangspuncte der Coordinaten durch p (bei einem Gontacte 
der ersten Ordnung ist p gleich dem Rrümmungshalbme^ser) so ergi&ht sich: 

=:2.3..../2(iIfsin"« + iVsin""*«cos« + -I-Äsin«cos'^'cö+*5co8"«). 

Wir können diese Gleichung als einer Curve angehörig betrachten^ in- 
dem wir p und la als Folarcoordinaten construiren« Um zu rechtwinkli- 

se V m 

gen Coordinaten überzugehen^ brauchen wir nur — für cos a, — für sin« 
und i/'C^+y*) ^^ P *^ substituiren. Auf diese Weise kommt: 
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(18.) (o^+y*)' ±2.3....n(My^+Ny-^x+....+Ryx^^+3ar)=0^ 
die Gleichung einer Curve^ die im Anfangspuncte der Coordinaten einen 
conjugirten Punct hat. Wenn wir also diese Curve in der Tangential^ 
ebene construiren und Ton dem Berührungspuncte, dem conjugirten Puncto 
der Curve, nach einem beliebigen Puncto derselben eine gerade Linie zie* 
hen, so bestimmt die Länge dieser Linie den Parameter p einer Parabel 
der /2ten Ordnung (nach No. l.)> die mit derjenigen Durschnittscurve, welche 
in der durch jene gerade Linie gelegten Normalebene sich befindet^ im 
Anfangspuncte der Coordinaten dieselbe Krümmung hat Wenn n eine 
ungerade Zahl ist, so können wir zum Behuf der eben angezeigten Con-> 
struction in der Gleichung (18.) beliebig das Zeichen 4* <>der -— neh- 
men. Wenn ader n eine gerade Zahl ist, so steigt diese Gleichung durch 
Fortschaffung der Wurzelgrölse bis zum 2/iten Grade } alsdann ist der 
eonjugirte Punct zugleich der Mittelpunct der Curve. 

Die Asymptoten der Curve (18.) sind parallel den Richtungen ho- 
hem Contacts; die von dem conjugirten Puncto nach dei* Curve gezoge- 
nen Normalen bestimmen die Krümmungsrichtungen der Fläche^ die im 
Allgemeinen zugleich das Maximum oder Minimum der Krümmung der 
verschiedenen Durchschnittscurven anzeigen. 

Da die Gleichung (18.) /77 -f* 1 Constanten hat und die bezügliche 
Curve also durch eben so viele Puncto vollständig bestimmt ist, so braucht 
man auch nur irgend n-^-l Krümmungen der Fläche nach gegebenen 
Richtungen zu kennen, um die Krümmung derselben nach jeder beliebi- 
gen Richtung zu bestimmen. Zu dieser Bestimmung ist ebenfalls hin- 
reichend, die n Richtungen höliem Contacts und auiserdem noch die Krüm- 
mung nach einer beliebigen Richtung zu kennen» 
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12. Wir wollen das Vorstehende an zwei Beispielen anschaulich 
machen. Es seien: 

(indem wir in 17 alle diejenif^en Glieder zusammenfassen^ in denen y 
und X in höherem afs dem dritten Grade yorkommen), die Gleichungen 
zweier gegebenen Flachen. Diese Flächen haben mit der Ebene der xy 
einen^ Gontact der zweiten Ordnung. Für dieselben verwandelt sich die . 
Gleichung (18.) der vorigen Nummer^ wenn wir in derselben das Zeichen 
-|- nehmen^ in folgende beiden: 

y* + ^* + 3y'^ — ay^ = 0, 
y^' + ^ + y^ + Sy^x + ^x^ ^ss: (X. 

Diese Gleichungen sind (für eine beliebig angenommene Einheit) in (Fig.l* 
und Fig. 2. Taf. V.) construirt, was sehr leicht ist, weil, wenn man in densel- 
ben yzsimx setzt, für jede beliebige Annahme von m, für x dreiWerthe 
sich, ergeben, von denen zwei Null sind. Denken wir uns nun die Ebene 
der Zeichnung als die Tangentialebene der beiden Flächen, OY und OX 
als die beiden ursprünglichen Axen der y und Xj so stellt die von O 
nach einem beliebigen Puncto if einer der beiden Curven gezogene ge- 
rade Linie ^iV den Rrümmungsparameter derjenigen Curve dar, die 
aus der bezüglichen Fläche durch eine Normalebene geschnitten werden 
kann, welche die Tangentialebene in eben dieser geraden Linie OM 

schneidet. 

■ 

Im ersten Falle sind (Fig. 1.) DP, EE jxni FF die drei Rieh- 
tungen des Contacts der dritten Ordnung zwischen Fläche und Tan^gen-*:!-* 
tialebene. Im zweiten Falle (Fig. 1.) giebt es nur eine solche Rieh*. 
tung, liemlich DD. Wenn in den Gleichungen (19.) 1/ fehlt, so bestim-' 
men die eben genannten Richtungen gerade Linien, in welchen die Tan- 
gentialebene von der bezüglichen Fläche geschnitten wird« 

Im ersten Falle sind die trigonometrischen Tangenten derjeni«» 
gen Winkel, welche die Krümmungsrichtungen mit der ersten Axe bil* 
den (nach No. 5.) durch folgende Gleichung gegeben : 

3^3_4^._6^^2 = 0. 
Die Richtungen dieser Krümmungen sind (Fig. 1.) durch die drei ge- 
raden Linien OA^ OB und 00 gegeben und die Parameter derselben 
durch die Länge dieser Linien. Diese drei Parameter sind Minima. Im 
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zweiten Falle erhalten wir statt der letzten Gleichung folgende: 

t^-^t^ = 0, 
und mithin fallen zwei dieser Krümmungsrichtungen in die erste Aze, 
(Fig. 2.) in OJ zusammen^ während die dritte in OB fallt. Nach OA ist 
der Krümmungsparameter der Fläche ein Maximum, nach OB weder 
ein Maximum noch ein Minimum. 

13. Wir können auch, indem wir in der Gleichung (17. c). /i = r"* 
setzen, in dieser Gleichung: 

4 

— = 2.3..../2(/T/sin"a)-f--?V*sin''""*a)cosw + .... + 'RÄin»cos"-*w+4Scos"ci) 

r* und 0) als Polarcoordinaten hetrachten. Wenn wir alsdann, wie in der 
ll.Numnier, zu rechtwinkligen Coordinaten übergehen, so kommt: 
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(20.) (^•+y')* ±2.3....n(My^ + lVy-^x + ....+Ryar-'^Sx^). 
Wenn wir diese Gleichung, wie oben die Gleichung (18.), in der Tangen- 
tialebene construiren, so ist allgemein durch die mte Potenz der, vom 
Anfangspuncte der Coordinaten nach irgend einem Functe der Gurre ge- 
zogenen geraden Linie der Krümmungsparameter der Fläche nach der 
bezüglichen Richtung gegeben. Wenn m positiv ist und kleiner als n, so 
hat die durch (20.) dargestellte Curve im Anfangspuncte einen conjugir- 
ten Punct Wenn mz=:n, so verwandelt sich diese Gleichung in: 

1 =:z2.'3....n{My + ]Vy^-^x + .... + Ryar^ + ^ar). 
Die Construction, welche dieser Gleichung entspricht, hat Herr Du- 
pin für den gewöhnlichen Fall n ss a vor längerer Zeit schon gege- 
ben. Wenn m negativ ist, so hat die durch (20.) dargestellte Curve 
im Allgemeinen mehrere Zweige, die sich im Anfangspuncte der Coor- 
dinaten schneiden}, und die Tangenten der Curve in diesem Functe be- 
stimmen die Richtungen eines Contacts der 72ten Ordnung. 
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32- 

Analytische Auflösung dreier Aufgaben der 

Calendarographie. 

(Von Hrn. 7F. Matzka^ Ober- Feuerwerker im K. K, Bombardier- Corp» zu Wien.) 



UßT julianische und gregorianische Calender bieten dem Analytiker 
einige interessante Aufgaben dar^ von denen ich folgende drei allgemein 
aufzulösen Versuchte, da bisher, so viel mir bekannt ist, nur von einzel- 
nen Fällen derselben durch Herrn Ritter von Ciccolini in dem 10. 
und 11. Bande der yyCorrespondance astronomifjuey gäographit/ue ^ hydro^ 
graphigue et^statistique du Baron de Zach, ä Gines 1824^*1825.*' Auf- 
lösungen gegeben vrorden. Zur gröfsern Einfachheit in der Darstellung 
bediene ich mich hier nebst den gewöhnlichen in den algebi'aischen For« 
men vorkommenden Zeichen noch folgender: ' 

f — j bezeichnet die ganze Zahl des Quotienten ^ welche man bei der 

Division der GröTse A durch n erhält, 
\^ stellt den bei dieser Divisioh sich ergebenden Rest vor. 

So ist z. B. 

Verlangt man jedoch in einer algebraischen Form, daüi für den 

^besonderen Fall, wo A durch n vollkommen getbeilt werden kann, die 

ganze Zahl des Quotienten um Eine Einheit vermindert und der Rest 

dem Divisor gleich gesetzt werde, so sollen die Buchstaben e und r mit 

£ und jR vertauscht werden j die Ausdrücke (— j und ^— j fordern 

demnach, dafs 

(—1 nicht = a sondern = a — 1, 

\n tK . 

( — ) nicht = sondern = /i 

\n iR 

genommen werde. 

Es ist also ^ . 
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■ * 

1. Aufgabe. Es sollen die zu demselben Jahrhundert«^ 
gehörigen Jahre der christlichen Aera bestimmt werden, 
welche einerlei Sonntagszeiger (d.i. den nemlichen zweiten Sonn- 
tagsbuchstaben) haben. 

Es sei 
JV ein gegebenes Jahr unserer Aera, 

S die ZahPder in iV" enthaltenen vollen Hunderte, oder aS = ^j^j ; 
n die Ton den zwei rechts stehenden Ziffern des Jahres 'IV gebildete 

Zahl oder n = (j^) , 

folglich 

, N=: lOOS+ns 
femer sei 

h 5=s (-y--) ifli julianischen und 



-m ■ 



im gregorianischen Kalender, 
so findet man den Sonntagszeiger 



_ ^+<tY*{t)\ 



(1.) L 

und den ersten Sonntagsbuchstäben 

wenn & in Schaltjahren 1, in gemeinen aber ist 
Aus (1.) erhält man 

(2.) 2(^):+4(^)+Ä=:7«+L,- 
es ist jedoch 

(3.) (i) .„_4(i)^ «nd (i) = '.-^(i),, 

daher verwandelt ^ich die Gleichung (2.), wenn man um abzukürzen 

''=^-(f)-*(f)-« ' 

setzt, in 

Soll nun in demselben Jahrhunderte, nemlich bei gleicheni Werthe von 
S und h aucb das Jahr 100«$ 4~ ^' diesen SonnXagneiger L haben, «p^ 



i»*' 



.' ••i 
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xnufs auch 

sein. Diese beiden leisten Gleichungen geben^ falls n^ gröfser als n vor- 
ausgesetzt wird, 

'^'-" + (t) - (tI= '^(^'-^) ^'^y' 

welcher Ausdruck^ wegen der Gleichungen (3.)» in 

(4.) 5(n'~/i) = 28y+(^)-(^)^ 

Übergeht. Weil n^ — n, wie alle in dieser Gleichung^ enthaltenen all- 
gemeinen GröTsen^ ganz und positiv sein mufs^ so findet man mittelst 
des bekannten Verfahrens der unbestimmten Analjsis 



oder^ wenn man 



(0 



x + 



setzt, 



(L) n'=« + ^ 



28 



'^(t)+"(t)] 




28 



+ 28cü. 



Nimmt man nun für n die Zahlen 0^ 1, 2^ 3; 4, 5 und 9, für 
C^j und CO aber ü, 1, 2 und 3, so erhalt man nachstehendes Täfelchen 
der zugehörigen Werthe von n\ 
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37 




34 


35 


41 


36 


38 


39 


43 




45 


40 


47 


42 


49 


44 


48 


n' 


51 


46 


5;i 


53 


55 


50 


54 


56 


57 


58 


59 


60 


I 61 


65 




62 


63 


69 


64 


66 


67 


71 




73 


68 


75 


70 


77 


72 


76 




79 


74 


80 


81 


83 


78 


82 


84 


85 


86 


87 


88 


89 


93 


, 


90 


91 


97 


92 


94 


95 


99 






96 




98 


*■ ' 


1 


t 1 
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Alle in einer verticalen Reihe stehenden Jahre haben daher in 
jedem Jahrhunderte denselben Sonntagszeiger. Ist es demnach bekannt, 
dafs ein Jahr (z.B. 12) einen gewissen Sonntagszeiger (z. B. 7) hat, so 
kennt man sogleich mittelst dieses Täfelchens auch alle übrigen Jahre 
(1, 7y 12, 18, 29^ 35 u. s. w.) dieses Saeculums, welche gleichfalls diesen 
Sonntagszeiger (7 oder den Sonntagsbuchstaben G) haben. 

2. Aufgabe. Diejenigen Jahre eines gewissen Jahr- 
hunderts zu sucjien, denen ein gegebener Sonntagszeiger 
angehört. 

Aus der Gleichung 

erhält man, wenn darin 
substituirt wird, 

5(i) = *_£-(!) +7ß, 

folglich auch mittelst der Methode der unbestimmten Analysis: 



oder 



daher 



und wenn man 



setzt: 



(5.) «=289+ 4 ^ , ^^^i +CiX' 



' = (t) = (I), 



(II.) iv =± 1005 + 28^ + 4 (?H::^dd^)^ + h. 

Bestimmt man demnach zu dem gegebenen Werthe ron «S, nach 
dem in der ersten Aufgabe aufgestellten Ausdrucke, jenen des A, und setzt 
sowohl ihn als auch den gegebenen Werth Ton h in diese Gleichung: 
nimmt man endlich, für h und d" die Zahlen 0, 1, 2 und 3 ; so erhält man 
aus ihr alle jene Jahre N dieses Jahrhunderts, deren Sonntägszeiger L ist. 

Vereinfacht wird die Auflösung dieser Aufgabe, wenn man das 
erste Schaltjahr dieses Jahrhunderts bestimmt, welchem der gegebene 
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I I 

Sonntagszeiger zugehört und welches aus Gleichung (5.) durch die An- 
nahme &s=ib^^=iO leicht gefunden wird} man erhält nemlich 

' (6.) „ = 4(B±ii:)^ = 4(i^^)^ = 4 (^^X- 

Sucht man nun dieses gefundene Jahr in dem ehen aufgestellten Tafel- 
chen, so haben sofort auch alle anderen mit ihm in derselben Vertical- 
Reihe stehenden Jahre den nemlichen Sonntagszeiger. 

Beispiele, ä) In welchen Jahren des laufenden Jahr- 
hunderts hat der Februar des gregorianischen Calenders 
5 Sonntage? 

Wenn irgend ein Jahr in diesem Monate 5 Sonntage haben soll, 
so muls es ein Schaltjahr oder & = o und Z# = 3 sein. Dann ist (nach II.) 

N = 100*5+ 4(^^^)^+ 28^. 

Nimmt man nun &9 = 18, so ist für den gregorianischen Calender A =: 5, 

daher auch 

N = 1824 + 28&, 
und die Jahre 

1824, 1852, 1880 

haben die verlangte Eigenschaft. 

An merk* Von dieser Aufgabe giebt Herr Ritter von CiccoliniÜL der Corre» 
spondance astronomique vol» 10. pag» 380. * eine andere Auflösung. Hieher gehö« 
ren auch die ibid. voL 10. p. 448. und vol. 11. p. 150» vorgelegten und hiernach 
leicht zu losenden Probleme. 

b) Die katholische Kirche feiert das Schutzengelfest 
stets an demjenigen Sonntage, welcher der nächste an dem 
I.September ist; man fragt nun: in welchen Jahren unseres 
Jahrhunderts fällt dieses Fest auf den 1. September selbst? 

Der erwähnten Anordnung gemäls feiert m*an dieses Fest allgemein 

den 28 + \ j ) ten August = \ j ) — 3ten September r 

es kann folglich nur für Zi = 6 auf den 1. September treffen. 

Setzt man sonach in der Gleichung (IL) L^=^6, a9=:18 und Ar =5^ 
so sind alle Jahre welche diese Eigenschaft haben und zu dem gegen- 
wärtigen Jahrhunderte gehören in dem Ausdrucke 

enthalten^ und man findet sowohl nach dieser Gleiehung^ als auch (weil^ 
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/ 

nach Gleich. (6.)> n =16 ist) mittelst obiger Tafel die Jahre 

1805, 1811, 1816, 1822; 1833, 1839, 1844, 1850; 
1861, 1867, 1872, 1878; 1889, 1895; 

in welchen das Schut^engelfest mit dem 1. September zusammentrifft. 

3. Aufgabe. Wenn man unter Festzahl die Anzahl 
von Tagen begreift, welche von dem 21. März bis.zif deiA 
Ostersonnt^ge verfliefst; so sollen diejenigen Jahre eines 
gegebenen Jahrhunderts gesucht werden, welche eine be.-* 
stimmte Festzahl haben. 

Erste Auflösungsart. Ist / diese bekannte Festzakl, so be- 
stimme man, indem 

für e die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5. und 6 
gesetzt werden, die Grölse d aus 

behalte aber von diesen Werthen des d nur jene, welche positiv und un- 
ter 30 sind. 

Setzt man nun für das gegebene, nemlich (iS-f-i)te Jahrhundert^ 
772 = 15 im julianischen und 

m = I ^ ^ '\ im gregorianischen Calender^ 

so berechne man a aus 

/ilm + 19cA 

^ = V 36 b 
tilge jedoch allc^ jene Werthe, welche die Zahl 18 tiberschreiten. Mit 
den annehmbaren Werthen von a erhält man 

^0 a = 0, 1, 2, 3, 4, 5 ist und n stets kleiner als 100 sein mufs. 
Ferner berechne man h aus 

h — (^--£--) im julianischen und 

fi = I _r — I im gregorianischen Calender. 

Alsdann ist . , • 
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indem man <p iiad b gleich 0, 1^ 2 und 3 setct^ und (n) die Zahl 99 
nicht überschreiten lälst. 

Die Zahlen n welche in ;der Reihe der (a) und n erscheinen, ge- 
ben sodann die gesuchten Jahre aus 

;v=.ioo.s+Ä. 

Hierbei beachte man jedoch folgende zwei Ausnahmen: 

1) Wenn /= 29 und m eine der Zahlen 0, 2, 3, 5, 6, 8, 10, 11, 
13, 14, 16, 17, 19, 21, 22, 24, 25, 27, 29. ist, so setze man bei c = 6 
nebst rf = 22 auch noch d = 29. 

2) Falls /=28 ist und m einer derZJahlen 2, 5, 10, 13, 16, 21, 24, 
29 gleicht 9 so nehme man <£=:28 und s= 21, bei ezsz^. Bei denselben 
Werthen von m und e ist jedoch für /= 35 jener von d unmöglich* 

Anweadunic* o). Herr .Baron von Zach erzahlt in sei- 
ner Correspondance astron. voL 10. /?a^. 439., dafs die Kirche 
des heil. Johann des Täufers zu Ljon bereits seit dem 15ten 
Jahrhunderte das Privilegium besitze, ein besonderes Jubi- 
läum zu tfeiern, wenn das Frohnleichnamsfest auf den Ta^g 
dieses Heiligen, nemlich auf den 24. Juni fällt. In welchen 
Jahrein unseres Jahrhunderts wird dieses Jubiläum Statt 
finden? 

Das Frohnleichnamsfest fällt jederzeit auf den 

/+ 20«ten Mai = /—Uten Juni, 

demnach mufs im vorliegenden Falle /== 35 werden; dann erhält man zu 

^ = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 

d = 34, 33, 32, 31, 30, 29, 28, 
woTon nur 

d=i=29 und 28 

angenommen werden kann. 

Da ferner S zn 18, folglich auch' m = 23 ist, so findet man 

^ Ä = 24, 5, 

von welchen nur das zweite anwendbar ist; dieses gtebt 

}? =s 19dt -f" '^^f nenilich 
• ' H= 10,!i9, 48, 67, 86- 

Femer ist /i = 5, dtäher auch 

(/») = 28<p-f:4(^±i^)+Ä, oder * 

(«) = 2, 13, 19, 24} 30, 41, 47, 52- 58, 69, 75, 80j «6, 97; 
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demnach n = 86, und blofs das Jahr 1886 des neunzehnten Jahrhunderts 
hat ein solches Jubiläum. 

Setzt man diese Rechnung fort^ so findet man^ dais in den Jahren 
1886, 1943, 2038, 2190, 2258, 2326, 2410 u. s. w. dieses Fest zu Lyon 
Statt haben könne, oder dann die Festzahl ihren gröfsten Werth erhal- 
ten werdp. 

Diese, nebst zwei verwandten Aufgaben, löset Herr ron Cicco- 
lini in der Correspondänce astron. vol. 10. pag. 549., dann vol. 11. pag. 48. 
und 144. nach einer andern Methode. 

b) Man suchje diejenigen Jahre des zwanzigsten Jahr- 
hunderts, in welchen der Fastnachtssonntag (Esto mihi) auf 
den 1. Mars fällt. 

Dieser Sonntag trifft auf dea / — 28sten März , daher mub für 
die vorgelegte Frage /= 29 sein; femer ist iS=sl9, daher m=:24 und 
A = j sonach hat man 

ß = 0, 1, 2, 3, 4/ 5, 6, 6, 
rf = 28, 27, 26, 25, 24, 23, 22, 29, (Ausnahme 1.) 
a s= 16, 9?^, 8, tf* 0> 11» n> 5, 

. 19, 30, .5, 
. 38, 49, .24, 
. 57, 68, . 43, 
. 76, 87, .62, 
•* 95, . . 81« 
(n) = 3, 8,T4, 25, 31, 36, 42, 53, 59, 64, 70, 81, 87, 9^ 98, 
daher auch 

/2 = 8, 81, 87, 92 und N = 1908, 1981, 1987, 1992. 
Zweite Auflösungsart. Einfacher jedoch und interessanter ist 
folgende Auflösung dieses Problems. 

Aus der gegebenen Festzahl / berechne man, indem man ^ s=: 0, 1, 
2, 3, 4, 5 und 6 annimmt die Werthe von d aus 

indem man zugleich jene dieser Werthe tilgt, welche negativ oder über 

29 sind, und obige zwei Ausnahmen berücksichtiget. 

Berechnet man nun gleichfalls a aus 

/llm+i9iA 



H = 16, 


• 8> 


35, 


. 27, 


54, 


. 46, 


73, 


. 65, 


92, 


. 84, 



V 
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und vernachläfsiget diejenigen Werthe von a, welche die Zahl 18 iiher* 
steigen, hestimmt ferner ^ und T aus 

indem man 

Ä = 0, 1, 2, 3 
setzt, wohei 

771= 15 \ 

AS-f-3\ > im julianischen und 

^ == \rr)r) 



m 



~ l 30 )r\ . 



. ox X . [im gregorianischen' Calender 

angenommen wird^ so hat man sofort 

und das gesuchte Jahr 

Tf = 100iS + (28/ + 7). 

Da jedoch t die Zahl 3 nicht überschreiten darf, so kann T — g nur ei- 
nen der folgenden Werthe annehmen, zu denen der darunter stehende 
von 28/ +y gehört, welcher stets kleiner als 100 sein mufs. Es ver- 
bindet sich nemlich 

nur T^g= —18, — 9, —8,0, 1, 10, 11, 19, 20 

mit 28/ +2"=ö'+38, ^+19, g+76, g, ^+57, ^+38, ^+95, ^+19, ^+76. 

Z. B. In welchen Jahren unsers Jahrhunderts fällt 
Ostern auf den 1. April? 

Hier ist 

Ä = 18, 772 = 23, h = 5, 

ferner mufs /= 11 sein, wenn der Ostersonntag mit dem 1. April zu- 
sammentreffen soll. 

Man hat sonach 

^ = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 

d = 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 

ö =^^, 4, 15, 9^, 7, 18, 9^0, 
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0, 



7=4, 10, 21, 27 
y-«"= . -5, 3, . (-8), (0), 

. (1), 9, . —2, 6, 
. 12, (20), . 9, 17, 

. 18, 26, . 15, 23, 
Nun giebt nach dem Obigen 

y-^« 1, 20, -8, 

28r+7'=^ + 57, ^+76, ^+76, ff, 
folglich, wegen 

«• = 9, 1, 

28^ + 2^= 66, 77, 

und die Jahre 

JV = 1804, 1866, 
haben die geforderte Eigenheit. 

Die Gründe, auf welche sich dieses Verfahren, so wie mehrere« 
hier blofs Berührte stützt, werde ich dem mathematischen Publico eigens 
im Zusammenhange vorzulegen die Ehre haben, sobald alles hiezu Nö- 
thige Torbereitet sein wird. 



12, 


4, 


88, 


4, 


1877, 


1888 
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33. 

Auflösungen der Aufgabe No. 19. S.99. im ersten 
Hefte des zweiten Bandes dieses Journals. 



Aufgabe. Aus dem Cardanischen Aufidrucke der Wur- 
zeln der Gleichungen Tom dritten Grade^ oder demjenigen 
durch trigonometrische Linien^ dieWurzeln derGleichung 
öoj:^+ör,;r*+öa^ + Ö3=ö für denFall herzuleiten^ wenn ^0=0 ist 

I. Solution par Mr. Victor Bouniakowsky de St. Fetersbourg, docteur es 

scieoces math^matiques de Pacad^mie royale de Paris. 

On sait que Töquation 
peut Stre mise sous la forme 

y^ + py + 9 =^^ 

en faisant x z=zy — ^ . — , les valeurs de p et de y ötant fonctions des 
coefficiens a^, a^^ a^^ a^ saroir 

et les trois valeurs de y^ que Ton obtient suivant la r^gle de Card an^ seront 

8 

y = - V[iy+l/(iy'+E7)]-^Ky-/"(l/''+^V/'')]» 

Actuellement il est facile de voir que les trois valeurs de x de Fixa- 
tion (1.) seront les suivantes: 

-ja, - v<-(^+V-B) — /-f^- VJB) 

2. i X ^ ■ » 

■ =5 — — — , 

45* 
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et 



r* 



apr^s avoir pos^^ pour abröger 

Si ä präsent Ton fait i7o=:0, on obtiendra T^quation 

3. «xÄ"* + a^x + flf3 =0, 
et il s'agit de.trouver au moyen des expressions (2.) les racines de cette 
derni^re ^qtiation. Donc il faudra dan« les expression (2.) supposer 0^=0. 
Oette supposition reduit premierement A et B aux valeurs suivantes 

Az=i-^j.a\', et ß = 0, 
et par aüite^ les trois valeurs de t, en vertu des formules (2.) seront: 

' — ö — — 0"' 
4. ^x = ± — ^ ö 







z>> 



— 1 «iT ?i •7«xn ö -i^x 



y, 2 ^ O 

X g ^. 

La premiere de ces valeurs est indifferente relativement ä T^quation du 
second degrö (3.). Elle se rapporte ^videmment ä T^quation (1.) mise sous 
la forme , a . n a 

En effet^ substituant A la place de x cette premiere valeur^ et 
faisant dans cette ^quation flro = 0> on öbtient 

51 -r 03 + "qT- -r cT "• "' 
Or les deux derniers termes ^tant des quantitös infiniment grandes d'un 
ordre införieur aux deux premiers termes^ ils doivent dtre rejetös^ et il 
ne restera que a» a» 

0^ ^ 0^ — "• 
Cela est exact en effet. 

Pour ce qui est relatif aux deux derni^res valeurs de x des ex- 
pressions (4.)^ nous allons voir comment on peut en döduire les expres- 
sions des deux xacines de T^quation (3.)« 

En effet, puisque les deux derni^res valeurs de x des ^quations (2.) 
se röduisent ä la valeur indeterminee §^9 il eöt clair que pour trouver 
la veritable valeur de ces expressions ^ on pourra appliquer la r^gle que 
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prescrit ]e ^alcul diff^rentiel} c'est-ä-dire^ dWiier la diffi^rentielle du nu- 
merateur par la differentielle du denaminateur, prenant a^ pour variable. 
D- apres cela les deux valeurs de x aeront representces par 



+ 7 2 — '(A—VB) va«.^2V^ 



o 

dB 




m 

2VB 



Or Ton a dji . , 

et en supposant öo= 0, les yaleurs de A. de B et de 5 — , 5 — • se röduiront ä 

Otto Ö Qq 

Donc^ jBn conseryant pour un momeDt 5 — , on aura 



»laao"''2V^/"r"^* 2 'ajVaao 2VB/ 



, 1+V2-3 9 3^, 



L— * 1— V^— 3 9 k^e , Vaoo/ I , j. 14.-^-3 9\dA \g^/ | 

f ~"^* 2 •^Wao"*'2V£>^"T"7' 2 •a;leao""2rw 

_ 3\dA(d7'J ^ A 

RemarqnoDS qu'une partie de ces valeurs de x est encore indelermin^e. 

puisque la valeur de la fraction ^^^ devient § pour a^s 0, car Ton a 
Ä — =0 et JB=0. JDonc il faudra emplojer de nouveau la r^gle prescrite 
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par le caicul difförentiel pour chercher sa valeur. Cela donne 



WT ~ 2ö.Vß "^ /dB 



Tb 




Or cette seconde Taleur de la fraction est ind^termin^e, comme celle de 

dB 

la premiere, puisque pour a^ = 0, Ton a £ = et ^ — = 0. 11 en serait 

de m^tne si Ton continuait la difförentiatlon. Donc il paroit au premier 
abord^ que Ton ne puisse rien conclure 8ur la v^ritable valeur de la frac- 
tion que nous examinonsj mais un artifice fort simple nous dounnera 
cette valeur imm^diatement. Pour cela il n'j a qu'ä resoudre la derni^re 

equation par rapport k ov^b * ^^^^® ^quation donne imm^diatement 

d*B 
d'oü Ton conclut 

V^/ _ ,//t d^B\ 
Teile est la valeur finale de la fraction qu'il s'agissait de d^terminer. 

r)* B 

Pour ce qui regarde la valeur de -^-r? ü ©«t facile de la trouver: il n'y 
a qu'ä difförentier encore une fois T^quation (5.) savoir: 

et faire o. = o ; ce gui reduira la Taleur de -rrs- k 

et par suite 

2-\rB '\27 4.27 »"•/• 

Substituant cette valeur de ^^^ y et celle de g — , c'est*ä-dire — f^ö^a^ 
dans les expressions (6.) des deux racines de T^quation 
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on trouvera 

valeurs^ qui^ comme Ton sait, sont en effet les racines de röquation du 

second degr^: 

a^x^ + öjX + 03 = 0, 

U. Auflösung von einem Ungenannten, mitgetheilt von Herrn Professor Dr. Lehmus 

zu Berlin. 

Aus der Gleichung 

h 

folgt 9 wenn man z — j- für x schreibt: 

3 , 3ac — h^ , 2b^ — 9abc + 27a^d _ ^ 
^^®^* 3a» = /> nnd 27^3^ — 9 gesetzt : 

Wird nun z durch w — ^ ausgedrückt, so erhält man 

folglich 

_ 3u»-p 

^ — 5 

und 

^ & Sali' — pa — bu 

o a 3 a u 

und es ist die Frage, welchen Werth x = F{a) = ~P^~ — für a =s o 

annimmt, d. h. wie grols F(o) ist. 

Um sie £u beantworten, setze man die Werthe für p und g in 
den Ausdruck für u\ so erhält man 

^ ->5>+j&ca — ^da»±3aVT3ft ^(ftrf— ic*)+3c(c^-j&rf)a+Vd»a'] 
I, —_ ^^—Jt , 

oder, ^bc duroh^; ^d durch B; 3i«(Äd— :^c«) durchP> 3c(c*— |icO 
durch i^ und ^cf* durch JS bezeichnet: 

3 _ — &«+^.a — ga^±3a\r(P+()a+Ba^) ^ 

also , wenn der Zähler dieses Ausdrucks =: v' gesetztwird : 






•. 
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tt =?: ^, 



_ V 

-worinnen 

v^ = — Ä* + -.^c— Bo*±3c/"(P+()a + Äc*) ist. 

Substituirt man nun s— für u und — ^5— r — für p in , 



X 



jp ^^ 3au' — -pa — hu 



3aa ^ 

SO entsteht 

v^—hv — 3ac+6* 

3ay 
Für (x=:0 wird aber v^=— ^^^ und hieraus entspringen 

3 Werthe für v. 

1. j; = — 1.6, 

o — 1+1^—3 , 

2. V =s —3-^ .Ä, 

3. v = l:=r=l5.4. 

ad 1. Für den ersten "Werth von v wird der Zähler 

des Werths von x gleich 

4' + *' — 3.0.c + i* = 3Ä^ 

der Nenner aber = j folglich 

36» 
^ = ^ = 00. 

Dieses Resultat erklärt sich leicht folgendergestalt: 

Aus der Gleichung 

ax^ '\' bx'^'{' ex ^ d == 
entspringt 

x^ + — j:* H X H = 0, 

' a ' a ' a ; 

und es ist also das Product der 3 Wurzeln derselben. Für a = o 

a 

wird aber dieses Product unendlich grofs, also mufs noth wendig wenig- 
stens eine dieser 3 Wurzeln unendlich grofs sein, wenn a==:0 ist. 



ad 2. Für den zweiten Werth von v, nemlich für v — ^ , 



_ l+V^-3 

wird der Zähler 

v«_Äv_3atf_|.i» 

des Werths von x gleich 

-iy-3 ^,_ l+Tr-3 ^,_3 Q^^y _ Q. 
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der NenniBr auch =0, also Är = §= unbestimmt. Um den wahren 
Werth zu.finden^ entspringt auf dem gewohnlichen Wege: 

oa da #w, ^ 

X = -^ fUP a == 0. 

Es irt aber aus v'sss— 6' + ^a — Bc«±3o./'(P+j^a + Äo*): 

also, für as=Of 

3. (^"^^~^ )V.|^ = ^±3/-P = §6<r±3.v^[3Ä«(Ärf— |c»)]j 

folglich, für a=:0: 

dv 3c±V(i2bd—3c') 
WZ "^ 6(— 1 + V— 3) ' 

und demnach, für asssO: 

" 37;; 

,.,^ Q 3c+V(126d— 3c») , 
_ *^""^---fc(-l+\^-3)~~^'^ 

— 3c±V"(9o»— 36&<?) L + l/^f! ^\ 

— —66 2fr— '\4i» b)' 

.ad 3. Für den 3teD Werth Ton v erhält man eben so 

* 26— '\46» 6^ 

welches wirklich die beiden Wurzeln der Gleichung bx*-\^cx-\-d = o 
oder xf^-\--rX-\- -r- s=s sind. 
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34 

Memoire sur l'impossibilite de quelques equations 

indeterminees du cinqui^me degre. 

(Par Mr. Lefeune Dirichlet, professeur en math^matiques. ) 
Ln a l'acadjmie royale des tcience* (institnt de France), le 11. Jaillet 1835, par rantenr. 

^D'apres le rapport de MM, LacroixetLegendre, ce memoire n ^te approuve, 
et doit etre imprim^ dans le recueil des m^moires de savans etrangers ^). ) 



v^n sait que la theorie des öquations indötermin^es des degr^ sup^ 
rieurs au second^ est encore \vks peu avancöe^ il est vrai qu'il y a une 
infinite d'^guations de tous les degrös jont on peut d^montrer rimpossi- 
bilite en faisant voir qtie quelles que soient les valeurs que Ton attribue 
aux indeterminöes, les deux membres de I'^quation proposöe ne peuvent 
jamais donner le m^me reste lorsqu'on les divise par un certain nom- 
bre ou module; mais lorsqu'une ^quation ne peut pas dtre traitöe par 
oe moyen, il devient difficile de prouver qu'elle est impossible, et on n'y 
est par^enu, jusqu'ä prösent^ que pour un tres petit nombre d'öquations. 
Toutes ces Equations sont tres particuli^res^ et d'une forme teile, que lors- 
qu'on cherche k les r^soudre, on est naturellement conduit k une ou plu- 
sieurs formules quadratiques qu'il s'agit d'^galer ä des puissances par- 
faites. On satisfait ensuite de la maniöre la plus gön^rale h cette con- 
dition, en exprimant les indeterminees par d'autres indeterminees , dont 
les premieres deviennent^des fonctions entieres, et il se trouve, du moins 
dans tous les cas oü la methode dont il est question reussit, que les nou- 
velles indeterminees ou d*autres quantites. qui en dependent d'une ma- 
niere tres simple, satisfont egalement a une equation semblable a Tequa- 
tion proposee. Comme les nouvelles indeterminees sont en xn^rae temps 
plus petites que les indeterminees primitives, rimpossibilite de l'equation 
proposee se trouve etablie; car il est evident que si eile etait possible, on 
aurait le moyen d'obtenir une suite decroissante et indefinie de nombres 
entiers, ce qui implique contradiction. C*est de cette maniöre que For- 
mat et Euler ont prouve Timpossibilite de plusieurs equations du troi- 
sieme et du quatrieme degre. 

♦) Ce memoire n'a pas enrore M^ publik jutqu^'ci. (Note d. red.) 
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En essayant d'appliquer des considörations semblables ä qiielques 
^quations du cinqui^me degrö et d'une forme analogue ä Celles des öqua- 
tions traitees par Fermat et Euler, on est arr^tä tout aussitdt. La 
formule quadratique ä laquelle on arrive^ et qu'il faut ögaler ä une ein* 
quieme puissance, admet plusieurs Solutions differentes^ et parmi ces So- 
lutions ^ il n'j en a qu'une seule qui conduise ä une ^qn ation semblable 
ä Nquation proposöe. En r^flöchissant ä cette difficulte^ j'ai reconnu 
qu'elle pouvait dtre ley^e tres simplement en assujettissant a quelques 
conditions le nombre d^termin^ qui entre dans T^quation. II r^sultb d'un 
th^oreme exposö dans les pr^liminaires , que lorsque ces conditions se 
trouvent remplies ^ les difförentes Solutions dont la formule quadratique 
est susceptible, en gön^ral^ doivent dtre rejet^es, a Texception d'une seule^ 
qui est pr^cis^ment celle de laquelle on d^duit des nombres qui satisfont 
ä une ^quation semblable ä Tequation propos^e. On parvient ainsi ä ^ta- 
blir rimpossibilit^ d'une classe assez etendue d'öquations ind^termin^es du 
cinquieme degr^, Le premier membre de ces ^quations est la somme 
ou la difförence de deux cinqui^mes puissances^ et le second membre est 
le produit d'une cinquieme puissance et d'un nombre dötermine assujetti 
ä difierentes conditions. En attribuant a ce nombre desvaleurs particu- 
lieres compatibles avec ces conditions^ on peut obtenir autant de thöore- 
mes particuliers que Ton veut. Cette generalitä de nos theoremes est 
d'autant plus singuliere, que les ^quations analogues du troisieme et du 
quatrieme degr^^ dont Timpossibilitö a ^te d^montree jusqua present^ ne 
sont qu'en nombre fini et mdme tr^s petit. 

Theoreme I. 

,,Soit / un nombre premier impair non-diviseur du nombre a et 
supposons que Ton ait S^ — a^zzul (1.); on satisfera^ comme on sait, ä 
r^quation rf" — a e' = /'* (2.) par les nombres ri et ^ que donne la for- 
mule (J + sv^flr)"= rf + ^/^^ (30? lorsqu'on y ^gale les parties rationnelles 
et les coefiiciens de iT^i je dis de plus que les nombres d et e ainsi ob- 
tenus seront premiers entre eux*)/' 



*) Si If nombre /, au lieu d'^tre premier, ettit un nombre impair quelconque et que ]efl nom- 
bres S ei ai fussent premiers entre eux, les nombres d et ae seraiVnt egalement premiers entrc- 
eux, comme il est facile de s*en assurer par un raisonnement parfaifement semblable a celui dont 
iiyus faisons xjs.'i'^p. dans le teite. 

46* 
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II est evident^ par Täquation (2.)^ quo si les nombres d ^Xe avaient 
un diriseur commun, ce ne pourrait dtre que le nombre l ou une puis^ 
sance de ce nombre. II suffira donc de faire Toir que d n'est pas divi- 
sible par /. La formule (3.) donne cette valeur de d\ 

d = 5»+ ^lla^-«» + "(n-l)(«-2)(>«i-3) ^.^>^,4 + etc. 

D^un autre cot^ on conclut de T^quation (1.), en se servant du signe em- 
ployö par M. Gaufs 

5» = öH% ^ = a^%\ 5^ = 0^, .... (mod- /), 
et en multipliant respectivement par 5""^, ^""^ .... 

8« = c^«g«, J" = ö«5«-*g*, .... (mod. /). 
En combinant ces congruences avec T^quation qui donne d^ on aura 

ou ce qui est la mdme chose, la quantitö entre les crochets ^tant le d^ 
veloppement de t[(1 + i)'*+(1 — l)"J et parconsöquent ögale k 2""*, 

rf=2"-*^ (mod./). 

n est maintenant facile de voir que d n'est pas divisible pat* ly car il 
faudrait pour cela que ^ fut divisible par /; mais la seule inspection de 
r^quation (1.) montre que cela est impossible^ j" et f ^tant övidemment 
Premiers entre eux et a non divisible par /• 

Th^or^me II. 

jyLa lettre / d^signant un nombre premier impair non •* diviseur 
de üy si Ton suppose que Ton ait cP— öe*=/" (4.), d'« — öe'*=^ (5.), 
les nombres d et e^ d' et e' ötant premiers entre eux, je dis que Ton 
pourra trouver deux nombres t ^'iu satisfaisant a T^quation /* — au^^=^ 1 (6.) 
et en outre tels que Ton ait (rf'±e'/"ö)(r±^//'ö) = d-^-e^a (7.), les 
signes ötant convenablement choisis et les parties rationnelles et les coef- 
ficiens de /"a ögalös separöment.*' 

Les ^quations (4.) et (5.) donnent immediatement 

d^=ae\ d'* = ae% (mod./"), 

on conolut de la en multipliant membre pav^ membre: 

cPd'*=a*eV» (mod. /*•), 
et en transposant 

rf»rf'«_a«e»e'«= (dd^ + aee'^idd'^aee') = (mod. /"). 
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On voit par cette cohgruence qu'un des nombres dd^-^aee^ dd' — ae^ 
est divisible par /** ou qu'ils sont Tun et Tautre divisibles par / *). 

Mais il est facile de voir gue ce demier cas est impossible; en 
effet, si ces nombres ötoient tous les deux divisibles par ly leur somme 
9,dd' le serait ^galement; il faudrait donc^ dans ce cas^ qu'un des nom- 
bres dy d' fut divisible par /; mais on s*assurera facilement que cela ne 
saurait dtre^ en ayant ^gard auz suppositions faites dans T^nonce du 

thöor^me. L'expression ~ avec le signe convenable sera donc 

un entier* Nous ferons^ pour plus de simplicitö^ ^' = d:i> i ötant choisi 
de mani^re a rendre enti^re Texpression pröc^dente. 

Si Ton multiplie membre par membre les öquations (4.) et (5.)> 

on aura celle-ci 

{dd'±aeej—a(d'e±def= ^, 

dans laquelle on peut prendre ä volonte les signes superieurs ou les signes 
inferieurs. On a donc aussi 

{dd''\'iaeeJ'^a{d'e'\'ide'Y = I^. 
Le nombre dd'-^-iaee' ^tant divisible par l\ et a n'^tant pas divisible 
par ly on voit^ par V^quation pröcödente^ que d'e-^-ide' est ögalement di- 
visible par /"• Cela posö, je dis qu'on aura 

. ^ dd'-i'iaee' i'{d' e'{'ide') 

i' ^tant 1/ ou -— 1 Selon que la quantitö entre les paranth^ses, est positive 
ou negative. En effet^ on aura en divisant les deux nombres de Nqua« 
tion donnöe plus haut par t^y 

OU ce qui est la mSme chose, f^ — aii^ss i, et on s'assurera facilemenjt 
par la Substitution que les valeurs pröcödentes de ^ et a satisfi>nt aussi 
a röquation (7.)^ ^n j döterminant les signep de cette mani^re 

(d'—ie'/'aXt + i'u^d) = d+e^a. 

Remarque. Comme il est Evident qu'on peut changer simulta- 
n^ment les signes de €\ u, e dans Töquation 

(d'±e' ^ay(t±u ^ä) = rf + ^ /"a, 

*) Dan« le CM de n = i , la premi^re b jpoUi^ est comprise dans la secoode et a parcon- 
sequent necessairen^eot lieu; mais le mia» raisonnement pronverait toniours rimpossibilit^ de 
la seconde. 
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on Toit que Ton peut poser 

(d' ± e' yfa) {t±u^a) =1 (d±e /"ö), 
le sigiie de f ötant a volonte et les signe« de e^ et u ötant convenable- 

ment choisis. 

Thöor^me III. 

« i 

y,La lettre l d^signant un nombre premier impair non-diviseur 
de o et ^ un nombre impair qui n'a pas de diviseur commun avec a et 
qui n'est pas diyisible par ly &i nous supposons que Ton ait ces deux 
equations D' — aE^z=zl^k, d^ — ae^=:l% et que les nombres D et J5; 
d et e soient premiers entre euz^ je dis que Ton pourra trouver deu^ nom- 
bres 2>' et JS', Premiers entre eux, satisfaisant ä F^quation D^ — 5E'* = t^, 
et en outre tels que Ton ait 

les signes ötant convenablement choisis et les parties rationnelles et les 
coefficiens de /*a ^tant ^gal^s separ^ment.'' 

La demonstration de ce thöor^me est tellement semblable ä celle 
du theoreme IL que nous nous dispenserons de la d^velopper ici. 

U y a ici une remarque semblable ä faire et Ton voit tres facile- 
ment que Ton peut poser 

(D'±E^^a)(d±e^a) ^ p±E^a, 
le signe de E ötant ä volonte et les signes de E^ et e ^tant convenable- 
ment choisis. 

Les th^remes que nous venons d*^tablir et qui peuvent dtre uti- 
les dans plusieurs occasions^ vont nous servir maintenant ä ^tablir une 
proposition relative a la maniere de rendre le binome P* — 5j^y dans le- 
quel P et Q sont des nombres indetermin^s soumis a la restriction d'd- 
tre premiers entre eux^ ^gal ä une cinqui^me puissance. Cette proposi- 
tion consiste en ce que, pour Egaler le binome P* — 5Q^ de la maniere 
la plus generale ä une cinquieme puissance impaire et nou - divisible piar 
5. on n'a qu'ä poser 

M et N ^tant de nouvelles indetermin^es soumises ä la seule restriction 
d'ötre premieres entre elles, Tune paire, Tautre impaire et la premiere' 
de plus non-divisible par 5} et les lettres t et u designant la Solution 
generale de T^uation /* — 5^*=1; ce qui veut dire que toutes les fois 
que P et Q ötant premiers entre eux, le binome P* — 5Q^ est une ein-. 
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quieme puissance impaire non • divisible par 5^ il exiate des nombres M 
et IV Premiers entre eux et tels qu'on ait 

^ et II satisfaisant ä T^quation t^ — 5£i*=:l. 

Pour nous assurer de la verit^ de cette proposltion^ posona 
P^ — bQ^^=^Ly Li dösignant une cinqui^me puissance impaire^ non-di- 
yisible par 5 et voyons ce qui en k*esulte Bur la natura des Dombres P 
et Q. D^signons par / Tun quelconque des diviseurs premiers de £# et 
seit /^" la puissance la plus ölevöe de /^ qui diviseZ/^ de sorte qu'en fai- 
sant 1j = /^'*£#', U seit prämier k l. II rösulte d'un thöor^me connu^ 
que le noaibre / qui divise P* — 5j^ seralui mdme de la forme ^ — 5«*. 
Si nous posons maintenant 

d et e^ D et E seront premiers entre eux en vertu du thöor^me L^ et 

Ton aura Töquation 

(d + e)r5y = D + E^5. 

Si Ton appliqüe ensuite le th^reme III. aux öquations 

D' — bE' = /*% P» — 5Q* = i'^L', 
qui se d^duisent imm^diatement de ce qui pröcede, on verra qu'il existe 
des nombres P^ et Q\ premiers entre eux et tels qu'on ait 

P'*— 5Q'* = L^ P + Q/'S = (D±E^5)(P'±QY^)^ 
ou ce qui revient au mdme en rempla^ant D+JSy^S par (rf + ^/'5)% 

P+. ()/-5 = (rf±^/'5)*(P^±<?'/5). 
L'^uation P'* — 5 ()" == Z/' ä laquelle nous venons de panrenir, est en- 
ti^rement analogue k Tequation P" — 5Q*=Z/, car le nombre Zi' que Ton 
obtient en divisant L par P" est une cinqui^me puissance^ comme L. Sup- 
posons pour un instant que la proposition que nous cherchons a d^mon- 
trer seit vraie pour T^quation P'* — 5 Q" = Zi', et voyons comment on 
pourrait en conclure qu*elle a ögalement lieu pour le binome P*— SQ*. 
Dans la supposition que nous venons de faire ^ il existe des nombres M* 
et iV' tels qu'on ait 

P+()/-5 = (M'±lV^5y(t±u^5). 
En mettant cette valeur de P' + ^' /"5 dans T^quation obtenue pkis 
haut et dont le premier membre renferme P-j-Q/'S, il viendra celle-ci: 

P+ (?/"5 = {ai'±N'^Sf{d±e^b)\t±u/S)y 
dans laquelle les signes döpendent de ceux qui se trouvent dans les deux 



360 34, Dirichlet, sur Vimpossibäitd de quelques ^quaU indAerm. du bme degr^^ 

äquations dont la combinaison Ta pro^uite. Si nous posons maintenant 

le signe de JV ötant + ou — ^ Selon que le coefficient de /*5, dans la 
valeur dövelopp^e du premier nombre est positif ou n^gatif^ T^quation 
pr6cedente se changera en celle-ci: 

P+ (?V^5 = (itf d;;V|^5/(/±i//-5), 
qui est conforme ä F^noncö de la proposition dont nous nous occupons. 

Ayant ainsi fait yoir que la proposition en question et vraie pour 
le binome P^ — 5Q* ^gal ^ la cinquieme puissance L, si eile est suppo- 
See avoir lieu pour le binome P^* — ^Q^% ^g^ ^ 1& cinquieme puissance 
Uj qui a un diviseur premier de moins que Ly il ne reste, pour rendre 
la demonstration compl^te, qu'k prouver la v^ritö de notre proposition 
pour le cas oü le binome P^ — 5Q^ est une cinquieme puissance qui n'a 
qu'un seul diviseur premier /. . Or, c'est ce qu'il est tr^s facile de faire 
en s*appuyant sur le th^or^me IL En effet^ dans le cas que nous ve- 
nons d'enoncer, on a P^ — 50^ = /*%- d'un autre cot^, le nombre / pou- 
vant 6tre mis sous la forme ^ — 5c% si Ton fait 

Ton aura aussi 

D + E/^S = (M+lY^bYy ly^iP = l^% 
D et E ^tant premiers entre eux en vertu du th^oreme L Cela pos^^ 
il resulte immödjatement de Fapplication du thöor^me IL aux öquations 

f»— 5(? = /^% D^ — ^P^zP^ 
qu'on a la relation 

P + Q/-^ = (P±E^5)(t±u^S\ 
t et u satisfaisant k T^quation t* — 5u*:=l et les signes ^tant conre- 
nablement choisis; ou, ce qui revient au m^me, en mettant (M±,lV)^5y 
ä ia place de D±E^5, 

P + Q/^b = (M±N^5f(t±U)r5) 
resultat conforme ä l'^nonc^ de notre proposition. II est ainsi prouvö que 
toutes les fois que P^ — 5Q* est une cinquieme puissance impaire, il 
existe des nombres i^ et iV qui satisfont k la formule pr^cödente. Quant 
ä rinverse de cette proposition, savoir qu'en attribuant dans la formule 
pr^cedente k M et IV des valeurs soumises aux seules restrietions d^ja 
plusieurs fois ^noncöes, on obtiendra des nombres P et Q premiers entre 
eux et tels que 1*— *5C^ seit une cinquieme puissance; la d^monstra- 
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I 

I 

tion en est tellement simple qu*il est inutule de nous y arr^ter. — Au 
moyen de ce qui pröc^de fi sera facile d'^tablir le thöoreme que nous 
allons önoncer et qui servira de base aux propositions qui fönt Tobjet prin* 
cipal de de memoire. 

.Th^o'rime IV. 
^^Les nombres P et Q devant dtre premiers entre eux. Tun pair^ 
Tautre impair, et le dernier devant dtre de plus divisible par 5^ je dis 
que pour Egaler le binome P* — 5Q* de la mani^re la plu* g^n^rale k 
uue cinquieme puissance, il suffira de poser 

Les indöterininees (f> et "p ^tant premieres entre elles^ Tune paire^ Tautre 
impaire^ et la premi^re de plus non-diyisible par 5 *).** 

Pour Egaler P* — SQ^ a une cinquieme puissance^ nous poserons^ 
d*apres ce qui vient d'^tre dit^ 

P + Q 1^5 = (M±N/5y (/± w iTS). 

M n'^tant pas divisible par 5^ si nous faisons pour un instant 

il sera facile de voir que N' est divisible par 5, et que M^ ne Test pas«, 

En substituant Texpression pröcedente dans la valeur de P-j-Q^S^ on aura 

P+ Q/^S = (itf'±iVV5)(^±i^ir5), 
d'oü Ton tire 

Q :=±M'u±N't. 

iV' ^tant divisible par 5, et M' ne Tötant pas, il est Evident que Q ne 

pourra dtre divisible par 5, qu'autant que u le sera. Les yaleurs les 

plus petites qui satisfassent ä Töquation 

t^ — bu^ = 1, 

sont Celles -ci, 

^ = 9, i/ == 4. 

Les valeurs g^nörales seront par cons^quent donn^es par cette formule, 

« 

dans laquelle p est un iiombre entier, positif quelconque **) ; on tire de lä 

a = -2- 9^\ 4 + p(p--l)(p-2) 9p-3. 43. 5 ^ ^tc; 

1 , 1 . 2 . o 



> 
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*) II n>st peut-^tre pas inutile de faire remarquer qu^il y a ^es th^ortois anilognes poor 
beaucoup d'autres nombrea premiers , et qoe pour lea elablir» on peut faire oaa^e d^ mlmes con- 
siderations doni nous nous serrons ici. ^ 

«*) Voyea les Additiona i TAlg^bre d'Ettler (art. 75.)* 

Crellfs Jüiinial. lU. Bd* 4. Hfl. 47 
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T0U8 les termeft 4e oette valeury a- pärtir du second^ dtant divisi- 

bleft par 5^ quel que soit p^ on yoit qua povr que u pui&se ^re diyisible 

par 5, il' faut que le premier terme, et par cons^qiient aussi p^ aoit dWi- 

sible par 5« Si nous faisons donc p = 5/9', p* ötant un entier^ et que nous 

substituioDS la valeur de ^ -]- u yfh dans ceile de P -f* Q ^^y nous aurons 

P^Qyfh = (M±N fhy (9 ± 4 ^h'f^', 

r^ultat qui^ par rintroduction des nouvelles itidetermin^eSy <P et \p qui 

soDt telles que 

{M± TT/^S) (9 ±4 vTS)^ = (p + ^// 1^5, 

se change en celui-ci^ 

p+<?/-5 = ((p+^^,r5)^ 

La forme de la Solution donnöe par r^noncö du thöor^me se trou- 
vant ainsi justifi^e^ il ne reste plus qu'ä däterminer la nature des ind^ 
termin^es. 

Comme on a 

et que 'les nembres P et () sont respect divisibles par (p et \^y on yoit 
facilement que les ind^ermin^es <p et '^y doiyent dtre suppos^es premie- 
res eiitre elles, Tune paire^ Tautre impaire^ et la premiöre de plus non- 
diyisible par 5. On peut mdme ajouter que <p ou \^ sera impaire se- 
Ion que P et () Test. R^iproquement^ si les indöterminöes (p et >^ sa- 
tisfont aux conditions pr^cödentes^ les nombres P et Q dötermin^ par 
la formule 

■P+<?^5 = ((p + ^^/■5)^ 

seront premiers entre eux^ comme il est facile de s*en assurer. Ces pr^ 
liminaires ^tablis^ nousi pourrons nous occuper des th^r^mes qui fönt 
Fobjet principal de ee Memoire. Le premier de ces th^or^mes peut s*^ 
noncer de la maniere suivante. 

ThiorÄme V. 

y^Les nombres m et /i ötant positifs^ plus grands que ziw^ et le 

second de plus diff^rent de 2 , et le nombre B n*^tant diyisible ni par 2 

ni par 5, ni par aucun nombre premier de la forme lOib-)- 1^ il Mra 

impossible de trouyer deux nombres <r et y premiers entre eux^ tels que 

x^ + y* = vh'^At'' («)." 

Supposbns^ coutre T^nonc^ du tb^oi^öme^ que Nquation soit possible. 
Comme le second membre est pair {jn ayant ötä supposä ^ 0)> il faut 
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/ 

« 

que les nombres x et y^ qui sont premiers entre eux^ soient impairs I\iq 
et Tautre. Si nous faisons x±iy^ss7,p^ x±,y^=^^<ff et par suite 

X =7>4.^, ±y = p — if, 

les nombres p et q seront entiers^ premiers entre euz, et de plus fun pair^ 
Tautre impair.* En substituant les valeurs pröcödentes de :r et ±7 dani 
r^quation (a), on la changera en celle-ci: 

Le premier membre ne peut dtre ^gal au second membre^ qui est 
divisible par 5, qu'auta^nt qu'on suppose p divisible par 5. Faisant donc 
p-srz^r, nous aurons 

Le nombre n est par bypothöse ögal a l'unitö ou plus grand que 
2. Si n est ägal a Tunitö» il faudra^ dans Tequation pr^^dente, suppo- 
ser z divisible par 5. On pourra, dans ce cas, metire 62: a la place de 
z, ou^ ce qui est la m^me chose^ donner a 5 Texposant 6, doü Ton voit 
que Ton peut supposer dans tous les cas, /z>^2. Si Ton met maintenant 
Töquation pröcödente sous cette forme, '* 

et qu'on sct rappeUe que les nombres ^ et p=:5r, soni premiers entre 
eux, et de plus. Tun pair, Tautre impair, il sera facile de voir que le 
facteur trinome est impair, non - divisible par 5, et premier ä r; il faut 
donc que r soit divisible par 5, n ötant >>2. Choisissons actuellement 
deux nombres positifs, fc et v, tels que*) /w+fi — 1, /i + v — 2, soient di- 
visibles par 5, et un nombre B qui n'ait d'autres diviseurs premiers qqe 
le nombre j^, et tel que le produit j4B soit une cinquiöme puissance. Si 
nous multiplions T^quation pröcedente par 2^'i^B, nous aurons celle-ci: 

2^5^i?r(/ + 2.5V*/' + 5V) = 2'^^-»5"+''-«^Bx^ 
Le second membre de cette ^quation ötant une cinquieme puissance, 
le premier men:(bre en sera pareillement une. Or, je dis que les deux 
facteurs dans leaquels ce premier membre peut se d^composer, le facteur 
2f*5^Br et le facteur trinome, sont premiers entre eux. En effet, nous 
avons döjä vu plus haut que le facteur trinome est premier ä 2^5^r, et 
il r^sulte d'un autre cot6 des thöoremes connus d'EuIer sur la forme 
lineaire des diviseurs premiers de la fbrmule «*dty^ (Thiorie des nom- 

*) Si nr— 1 ^tait divuible par 5, on choisirait paar ^ une autre valeiir que sqro pour evi- 
ter les ezposans negatifs dans ce qui va suivre. 

47« 
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bresy no. 156.) que le facteur trinome^ dans lequel ^ et r n'ont pas de 
diyiseur commun, n'est divisible que par des nombres premiers de la 
forme 10A-{-l^ qui d'apr^s les suppositions faites dans rönoncö du th^o- 
r^me ne convient ä aucun des diviseurs de ^^ et par consequent aussi 
de By £ n'ayant pas d'autres diviseurs (premiers que A.^' U faut donc 
que le nombre 2^*5'' Br et le facteur trinome soient de cinquiemes puis- 
sances Tun et Tautre. 

Le facteur trinome pouvant s'^crire de cette maniere^ 

(y«-|.5V)*— 5(10r7, 
et les nombres J^-^S^r^ 10 r" 6tant premiers entre eux, le premier im- 
pair et le second pair et divisible par 5^ il suffira^ en vertu du th^o- 
rime L, pour ögaler le facteur triaopie avec toute la g^n^ralitä conve- 
nable ä une cinqui^me puissance^ de poser ces deux öquations^ 

lOr" = 5tf(r*+10/*^*+5A 

Les nombres ^ et ^ doivent dtre suppos^ premiers entre euz^ et 
de plus le premier pair et le, second impair et non- divisible par 5. II 
suit de lä que s doit ^re divisible par 5^ en effet t n'ötant pas divisible 
par äy le second nombre de la seconde ^quation ne peut 6tre divisible 
par 5* qu'autant que s est divisible par 5; mais le premier nombre qui 
a r^ pour facteur , est divisible par 5'^ donc s est divisible par 5. 

Nous avons vu plus haut que 2^5''JBr devait dtre une cinqui&me 
puissance. Le nombre 2*^5*^B^r\ carr^ du nombre pröc^dent^ devra 
donc Stre une puissance du mdme iegriy et möme du dixi^me degrö. 
Or, en multipliant par 2^~'^5^''^jB^ les deux membres de la demiere 
^quation^ oi| aura celle-ci: 

2^5*'' fiV* = 2«'«-*5"''ÄV(^*+10/V + 5^*). 

Si donc nous faisons pour abröger, 2/x — 1 = ^» 2v^=h, B^zuzC, 
tout se rdduira ä faire voir qull est impossible de trouver deux nombres 
^ et / premiers entre eux^ et dont le premier seit de |lus pair et divi- 
sible par 5, tels que le produit 

2^5'^C^(/*+10<«^« + 5j*) (ß) 
seit une cinqui^me puissance« 

En ayant ögard k la nature des diviseurs premiers de C, on s'as- 
surera faoilement que le facteur 2^S^Cs et le facteur trinome sont pre- 
miers entre eux. 11 faudrait donc^ pour que le produit (ß) pdt dtre une 
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cinqui^me puissance» que chacttn de ces facteurs.en füt pareülement 
une. Le facteur trinome peut s^öcrire de cette mani^re: 

Gomme las nombres ^4"^^^ ^^^ sont^videmment premiers entre 
aus 9 et de plus le premier impair et le 8#cond pair et divisible par 5^ 
le thöoreme I. est apj)Iicable ici^ et Ton pourra poser 

Lies nombres s' et t' doivent dtre suppos^s premiers entre euz, et 
de plus le premier pair et le second impair et non-divisible par 5. Comme 
t' n'est pas divisible par 5^ il est övident par la seconde ^quation^ dont 
le premier membre rfenferme le facteur s\ et est par cons^quent divi- 
sible par 5% que s' doit 6tre divisible par 5. Ainsi^ les nombres s' et 
t' sont Premiers entre eux, de iri^me que les nombres s et t^ et le pre- 
mier s* est en outre pair et divisible par 5 comme ^• 

11 est facile encore de vpir que s' est plus petit que ss car on 
conclut imm^diatement la derni^re öquation 5*^^^<[2<s" et par suite 






m)- 



On a vu plus haut que 2^5^Cs devait dtre nne cinqui^me puis^ 
sance. Le nombre 2^5**C*^, carr6 du pr^c^dent, devra dono Ätre une 
puissance du mdme degr^.^ Or, en multipliant les deux membres de la 
derniere ^quation par 2^^*5*^C, on aura 

2^ 5"^ C^s^ == 2^'-* 5^* C s' (^'* + 10 1'^ 6"^ + 5 s'*), 
ou ce qui est la m^me chose en faisant 2 ff — 1=^'^ 2ä + 1=ä', 
0.= C\ dans le second membre^ 

2^5«* CV = 2^^ 5^' C s\t'* + 10 t'^s'+ 5 s'') (ß') 
^quation dont les deux membres doivent Stre des puissances du ein- 
quieme degr^. 

Nous voil4 donc arriv^s ä un produit (ßO semblable au produit 
(ß)f mais dans lequel le nombre s' est plus petit que le nombre s du prp- 
duit (ß)f eVoe produit (ßQ serait une cinquieme puissance^ sl le produit 
(ß) en ötait une. En traitant le produit (ßO commä nous avons trait4 
le produit (ß)^ on arriverait a un troisi^me produit (ß^0> ^^^^ lequel le 
nombre s^' serait plus petit que s\ et Ten pourrait continuer c6 prec^d 
aussi loin que Ton voudrait. Ü est facile de voir en outre que quelque 
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loin que Vom prolonge les siries s^ ^^ s'^ « •' . •; ^^ t'j t"^ • • • .^ on ne 
pourra jamais rencontrer un terme i^gal a z^ro; car il est Evident que 
81 Ton supposait nul un de ces termes, on conclurait en remontant que 
^sr=Oy cas Evident y et qui d'aiUeurs est ezclu^ puisque les aombres s et 
t ont k\k supposes premiers eotre eux. 

Si donc }e produit (ß) pouvait dtrß «ne cinqui^me puissance» on 
pourrait obtenir, par ranalyse pr^c^ente^ une suite ind^finie de nombres 
entiers positifs, dans laquelle chaque terme serait plus petit que le terme 
pr^c^ent^ sans qu'auqun des termes ne füt nul; ce qui impljque contra- 
diction. On doit oonclure de lä que le produit (ß) ne saurait ötre une 
puissance du cinqui^me d^gri^. 

Le th^oreme V. se trouvant ainsi ^tabli» nous allons donner le 
moyen d'en d^uire un autre plus g^n^aU Considörons I'^ation 

dans laquelle nous supposons x ei y premiers entre eux^ m^Oy et A 
soumis aux mdmes restrictions que dans Tönonc^ du thöoreme V. Soient 
a, ßy y des nombres positifs moindres queS^ et tels que x^o^ dby^ß» 
z^y (mod. 5) et seit encore H un nombre posilif <25 et tel que 
2'^A^H (mod. 25). Comme 5 est un nombre premier^ on aura 

x^ ^Xj y^^y^ JB* ^ Zy (mod. 5). 
On oonclut de U, en ajant ögard k l'^quation pos^ plus haut, 

x±iy^^^Az (mod. 5), 

et partant 

« + ß = Hy (mod. 5). 

Comme a est le reste de Xy on pourra poser ^ = « -f* 5 it^ k ötant 

un entier; on tire de la, en ölevant les deux membres k la cinquiöme 

puissance^ 

a^ = a^ + 5.«*(5*) + j^«'(5Ä)»+etc., 

on aura donc 

j;* ^ «* (mod. 25). 

On trouvera de la mdme mani&re diy^^ß% sf^'f (mod. 25) ^ et 

comme on a aussi V^ A^^H (mod. 25), on trouvera, en ajant ^gard ä 

r^uation citöe, 
^ .«* + ß* = £r/ (mod. 25). 

Si maintenant, en substituant dans cette congraence, snocessi de- 
ment pour «, ß, toutes les combinaisons que Ton peut former aree les 
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nombres positifs moiifdres que 5, et pour y les valeurs correspondantes 
ägalement moindre^ que 5, donnöea par la formule 

a+ß^lfy (mod,5), 
on trouve que la oongruence a,^ -^ß^^Hy^ (mod. 25) ne peut subsister 
que lorsque y est nul, on sera assur^ que röquation 

ne peut avoir lieu^ a moins qu'on ne suppom z divisible par 5* On 
pourra donc, dans ce cas^ mettre 5« & la place der^ ce qui change no- 
tre ^uation en celle-ci: 

qui rentre ^videmment daus le th^or^me II., et par cons^quent est im- 
possible. Or, ce cas a lieu toutes les fois que le nombre H est un des 
huit nombres suivans 3, 4, 9, 12, 13, 16^ 21, 22, comme on peut s'en 
assurer par un calcul tres simple. Nous avons donc ainsi ce nouveau 
thöor^me : 

Thöor^me VL 

„Le nombres m ^\ A ätant soumis auz mSmes restrictions que 
dans r^noncö du th^oreme IL, si le nombre ^Ay ^tant divisä par 25, 
donne un des huit restes suivans, 3, 4, 9, 12, 13, 16, 21, 22, il sera im- 
possible de trouver deux nombres ^ et y premiers entre eux, tels que 
Ton ait ;r* ± y* = <2rA%\'' 

Pour donner un exemple bien simple, considörons les deur öqua- 
tions: a;*±y*s=s 4j5*, o:* ± y^ = 16 z*. 

Comme dans ces öquations on peut, sans nuire ä la g^n^ralit^ 
supposer les nombres ^ et y premiers entre eux, il sera facile de voir 
qu'elles rentrent dans le theor^me IL En effet, si Ton fait ^=1, et 
successivement m = 2, mss4, on aura respectivement 

2'*^=54, 2^-^=16. 
II est donc prouvä que les deux öquations pr^cödentes sont impossibles. 

Consid^rons encore Töquation 

JP*±y^ = Z^y 

qui est une de Celles que Format a assurö Stre impossibles. Par des 
considörations semblables ä Celles qui nous ont servi pour ötablir le theo- 
r^me pr^ödent, on peut s'assurer que cette equation ne saurait subsi- 
ster, a moins qu'une des ind^termin^es ar, y, 2, ne seit divisible par 5. 
Seit z rind^termin^ divisible par 5, car il est övident qu'en peut faire 
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» 

en Sorte qa'une quelcanqiie des indötermin^es se 4W>uve toute seule dans 
un membre. D'un autre c&x6f si Tön snppose ces indöterminöes premie- 
res entre elles, Tune d'elles sera paire et les deux autres seront impaires. 
Si z ^tait paire y on ponrrait remplacer cette indöterminöe par 2.5.Zf 
ce qui changerait l'^quation prec^dente en ceUe<-ci: 

qui est impossible, puisqu'elle rentre ^yidemment dans le th^r^me II. 
II ne resterait donc qu'ä traiter le cas oii Tind^termin^e divisible par 5, 
serait Jmpaire; mais la möthode ezposöe dans ce Memoire paratt insuf- 
fisante pour ce cas, et je ne vois pas comment on pourrait complöter la 
d^moi|stration du cas particulier du thöoreme de Fermate dont il vient 
d'dtre question. 



Addition au Memoire precedent. 

Depuis que le HSmoire pr^c^dent a ^tä pr^sent^ ä TAcadömie, 
M. Legendre a publik un second supplöment ä sa Th^rie des Nom- 
bres^ dans lequel il d^montre Timpossibilite de T^quation 

Lie cas de Tind^terminee divisible en m^me temps par 2 et par 5, est 
traite dans cet ouvrage comme dans le Memoire pr^c^ent, et l'auteur 
prouve ensuite rimpossibisitä de Tautre cas au moyen d'une analjse nou- 
velle. L'objet de cette addition est d'ötablir deux th^remes nouTeaux 
sur les öquätions indetermin^es du cinqui^me degr^ et qui comprennent^ 
comme cas particulier ^ le thdor^me de Format pour les cinqui^mes 
püissances. J'j parviens en . partant des resultats obteniis dans ce qui 
pröc^de et en faisant usage d'une analyse qui diff^re a plusieurS ögards 
de Celle de M. Legcndre et entierement analogue ä'Ia methode qui 
est expos^e dans le Memoire pröc^dent On a vu que le sticc^s de Fana- 
lyse que nous y* avons employöe, est fond^ sur ce que, pour Egaler' ä une 
cioquieme puissance impaire le binome JP — 5 (fy dans lequel doit dtre 
divisible par 5^ il suffit de poser 

parceque cette circojistance donne lieu ä la röproduction oontinuelle dö 
Texpression que nous avons appel^e facteur trinome^ En traitant les 
nonvelles ^quations qui fönt l'objet de cette addition on est Egalem ent 
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conduit att'binome P^ — 5^, Q ^tant toujours divisible par 5j mai« il jr 
a cette 4ifference que les nombresPetQ^ qui pr^c^demment ötaient Tan 
pair, Taufre impair^ rant ici impairs tous les deux et qae le-binome 
P* — 5Q% qui dans rautre cas devait £tre une cinqui^me puisBance ixi^- 
päire, doit dtre ^gal^ ici au quadruple d'une pareille puissance. Or^ la 
formule qui satisfoit de la mani^re la plus gönörale a oette derni^re obn;- 
dition^ est susceptible d'dtre rendue parfaitement semblable k Celle qui 
sert ä remplir \ä premi^re ; car j'ai remarquö q'on peut la presenter de 
cette mani^re 

i 

expression tjui ne se disfihgue du r^ultat qu'on vient de rappeler qu'en 
ce que les indeter minies (p et %/^y au lieu d'^tre Tune paire, Tautre im- 
paire y doivent 6tre impaires toutes les deux. D^s qu'on a fait cette 
remarque et qu'en traitant les nouvelles cquations qui vont nous occuper, 
CA est arrivi au biaome qu'il s'agit d'^galer au quadruple d'une cinquieme 
puissance, on röit d'un seul coup d'oeil qu'on doit räussir k prouver. Viat- 
possibilit^ de ces Cquations > en faisant usage d'un proc^ö tout a fait 
analogue k la marche que nous avons sui^ie dans la dömonstration du 
th^oreme V. •— ^ l*Tou8 allons maintenant entrer en matieref^^ en.coa^nen* 
^ant par ötablir la proposition que nous avons d^ja änoneöe. 

Les nombres P et Q, dont le premier est supposö n*ötre pasdivi- 

sible par 5, ^tant impairs tons les deux, et n'ayant pas de diviseurcom- 

mun, le nombre P* — 5Q* sera de la forme 8*-|-4/et Ton pourra faire 

P»— 5()» « 4L, 

Ij ^tant un nombre impair et non-divisible par 5* Si nous multiplions 

membre par membre röquation pr^c^dente et belle -ei: 

^ 3*— 5.r = 4, 

nous aurons 

(3P±5(?)*— 5(P±3())* =? t6L. 

Comme les nombres P et Q sont impaifs tous les deux, il est ^vi* 
dent qo'eif d^termioant conrenablement le si^ne, ]es expressiQDfl • 

3 P± 5 Q P±ZO 
4 .* 4 ' 

seront entieres l'une et l'autre; faisant en cons^quence 

— 471^ «f / » — nf~^ ^ V, 

CreUe^s JournaL III. Bd. 4. HfL 48 
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le signe en dehortf de la parenth^se ^tant cboisi de mani^re ä donner 
une yaleur positive pour Q\ l'öquation obtenue plus haut se changera en 
ceUe-ci: P^' — SQ^'sstZi, et Ton s'assurera facilement que V09 a 

P+0^5 = (P'±(?V5)(3±/-5), 
les signes ^tant convenablement choisis^ et que les nombrea P' et Q^ sont 
Premiers entre eux, et de plus Tua pair, Tautre impair. 

SupposoDS maintenant ,que le nombre h doive Stre une cinqui^me 
puissance. On satisfera a cette condition de la maniere la plus gönt^rale 
en posant 

P'+QVS = (itf±iV^5)^(9±4/^5)P. 

En substituai^t cette valeur dans la derniere ^quation, on aura celle-ci: 

dans laquelle les signes sont indöpendans, comme danS les deuz ^uations 
pr^cödentes. On peut faire /i = 5*±r, k ^tant entier et positif> et r 
ayant une de ces trois valenrs,' 0, 1, 2j la quantit^ (9± 4/^5)'' se d6- 
composera ainsi en ces deux facteurs (9±4/'5)** et (9±4/5)*'' dont 
le premier peut ^re omis parcequ'il rentre dans (itf ± iV/*5)^. Si nou8 
obsenrons de plus qu'en vertu de röquafion 

9±4/^5 =r (9T4/-5rs 
on peut cbanger dans (9±4/'5)-'' simultan^ment les signes de r et du 
radical, nous pouvons snpposer le signe de r positif^.et T^quation donn^e 
plus haut deviendra 

P+QiTS = (M±iVr/"5)^(9±4/*5)''(a±/;5). 
£# devant tonjours Stre la cinqui^me puissance d'un nombre impair et 
non-divisible par 5, d^terminons les conditions n^cessaires pour que Q 
seit divisible par 5* Comme le coe£Scient de /'S dans le döveloppement 
de {M±iN^bf est divisible par 5, et que la partie rationnelle de ce dö- 
veloppement ne Test pas, M n'^tant pas divisible par 5^ on conclut^ comme 
dans la dömionstration du th^orime IV., que pour que Q puisse £tre di* 
visible par 5, il faut que le coe£Scient de /*5, dans la valeur d^ve- 
lopp6e de (9±4/'5X(3±ir5) le seit 

Ovf en substituant pour r successivement les trois valeurs 0, 1, 2, 
on frouve que cela n'a Heu que dans le cas de r=:2y les sigpes des ra- 
dicauz dans les deuz facteurs (9±4/'5/ et (3±/*5) ^tant en m^me 
temps oppos^ Si Ton fait attention que Ton a 

2^?^ = 9±V5.. 3 + ^5 = 5^. 
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Ton tronvera que le produit pr^cödent sera, dans le cas dont il s'agit, 
äquivalent A (3±y5)* 

valeur dont la Substitution dans l'^quation obtenne plus haut, la change 
en Celle- ci: ^ ^ ^ » 

^+Vv5 = — 2J . 

Les nombres M et Tf iiAat Tun pair^ Fautre impair^ les nomfaraa 
<P et y^f d^termin^B par Töquation 

(p + ^//|^5 = (ilf±iV^5)(3±ir5) 
seront impairs Tun et Tautre^ et Ton aura 

et par cons^quent 

i'==9-^'^ 55 ' 

Four que P et Q soient premiers entre euz^ il faut que <p et ^p n'aieiit 
pas de diyiseur commun^ et que le premier de cea^ombres ne seit pa& 
divisible par 5> et r^ciproquement^ si les nombres (p et ^//^ dont le pre- 
mier est supposö ne pas Stre divisible par 5, n*ont pas de diviseur oom« 
mun, et sont impairs Tun et Tautre^ les Aoqibres P et (^ seront entiers et 
Premiers entre buz« En effet^ le quart de la quantit^ (ß^+lO^^i^-f-^^ 
ponvant se mettre sous la forme 

et cette demiöre ezpression ötant ^yidemment le quadruple d'un nombre 
impair, on Toit que la raleur de Q est enti^re et impaire: la.mdme 
chose se prouTera pour la valeur de Py et l'on s'assurera facilement que 
les nombres P et Q^ qui sont impairs tous les deuz^ n'ont pas de diviseur 
cbmmun. Nous avons dono ainsi ce th^r^me: 

Th^orime VII. 
y^Les nombres P et devaiit 6tra premiers entre euz, et impairs 
Tun et Tautre, et le demier devant Stre divisible par 5 > je dis que pour 
ögaler le binome P* — * 5 Q^ au quadruple d'une cinquiime puissance 
avec toute la g^n^ralitö convenable^ il su£Bra de poser 

* 48« 
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Im dombres ind^tertnin^ <P et ^p' Stallt premiera entre «uz, impairi Tun 
et Tautre, et le premier de plus non - div isible par 5 *)." 

Voici maintenant le premier des theor^mes nouveauz que nous 
aTons anncmc^s au oommencement de cette addition* 

Thöorime VIII. 
,^La lettre n d^signant un nombre positif autre que et % et le 
Mrmbre^ n'^ant divisible'ni par ^ bi parS^ ni par aucun nombre pre- 
mier de la forme 10^ -{~1» ^ ^^^^ impossible de trouver deuz nombres 
^ et / Premiers entre enx^ et tels que 

Les nombres x et y. peureot ^tr;e impairs tous les deux y ou Tun 
pair et Tautr^ impair. Dans le premier cas^ z sera dayi^iUe par 2^ et 
fon pourra mettre 2z ä la place de z, de qui changera T^quation (y) en 
Celle - ci : 

qui est impossible püisqu^elle rentre övidemment dans le th^or^me V. 

Reste donc k pronver rimpossibilit«} du second cas öü Ton suppose les 

nombres Xy y^ Tun ^ir^ Tautre impair. Si nous faisons 

x±yi=py jf + y = 7, 
nous aureus 

et lea no^mbrea J9 et ^ seront premiers entre euz> et de plus impairs Tun 
et Tautre. En substituant les valeurs pr^e^dentes de 2ar. :et.±:2y: dans 
föquation (y), apr^ en avoir multipli^ les deuz membres par 2% on aura 

Gemme p doit ^videmment £tre divisible par 5^ nous ferons p^^ir, ce 

qui donnera 

5V(^*+2.5Y'^+5V) = 2*5»ui«». 

Le nombre n est par hypoth^se ^gäl ^ I'unit^ ou plus ^and que 2. Si 

n est ögal ä Tunit^, il faadra> dans F^quation pr^cMentey sujiposcar x di« 

yisible par 5. On pourra donc, dans ce eas^ mettre 5z ä la place de z, 

ou^ ce qui est la mdiBe ehose, denner. k 5 Fexposant 6, d'pu Ton voit 

qoe Ton peut supposer dans tous les cas que n'^% : 

Si Ton met l'^quation pr^^ente sous cette forme ♦ 

*) €e th^or^Cy conunt le tk^orteie IT., a sei analogues j^oar beaacoup d'amtres nomlirea 
pmiiier9t 
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et (i\k*otk fasss atteaUM que ^>>25 et que q eat premier ä p:==i5r, on 
Toit que r doit Ätre supposö divisible par 5. 

Choisissons iQa>ntenant un nombre positif v tel que n-{-v — 2 seit 
divisible par 5 et un nombre jS qui n'ait d'autre diriseur. premier que le 
nombre A et tel que le produit AB eoit ujie cinquieme pui^sance. Mul* 
tipliant la derni^re ^uation par 5^ B, nous aurons 

5''Br(y*+2.5VV^+5V*),=F 2*5'^"•-^z^ 

Tous les diviseurs du facteur-trinpme dans lequel ^^ et r sont pre- 
miers entre eux, ötant de la forme iOk-^'l^ il est evident qu'il n'a au- 
cün diviseur commun avec JB^ il n'est paa moiog Evident qa'il est aussi 
premier ä S^'r, et par oonsdquent a 5^Bn 

Comme le facteur 5''^r, et le facteur trinome sont premi^rs entre. 
euxy et que le premier de ces faöteurs est impair, il faut en vertu de 
la derni^re ^quation^ dont lesecond nombre est le produit de 2^ et de 
la cinquieme puissance d'un nombre impair^ que S^Br seit une cinquieme 
puissance, et le facteur trinome une cinquieme, puissance multipliöe par 2\ 

Le quart du facteur trinome ^evant ^re le quadruple d'une cinr 
qui^me puissance^ et ce quart pouvant se mettre sous la fbrnto 

oit les nombres ^ ~^ ^ 5r*, sont ötidemmept premiers entre eux, im- 

pairs l'nn et Tautre, et ledernier de plus divisible par 5, il suffira en 
vertu du thöor^me ötabli au commencement de cette addition^ pour Ega- 
ler le quart du facteur trinome au quadruple d*une cinquieme puissance, 
de postor ces deuz ^uations 

■ . -—2 '^f^ 2^ : f ^ •> .-. '-. 

les nemfares indötermin^s ^ et ^ devant dtre suppos^ premiers entre euz, 
impairs Tun et Tautre, et le premier de plus non- divisible par 5» Comme 
t n'est pas divisible par 5, et que r Test comBie nous I'avons vu ei-^des- 
susy il ÜLV^ en vertu de la derniire des äquaticfns pricödentes, que s seit 
divisible par 5. 

Nous avons vu plus haut que 5^Br devait £tre une cinquieme 
puissance* Ije nombre 5^B^r^f oarr4 du pr^c^&nt^ devra donp £tre vne 
puissance du möme degr^et mdme du dixi&me degr^ 
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Or, en multipliant par 2^ 5*^^ B^ les Amx membres de la demi^ 
^qaation^ od aura celle-ci: 

Si donc nou8 faisons pour abr^r 2y ss A, B^^nCy tont se rddoit 
a faire Toir qu'il est impossible de trouTer deux nombres ^ et ^ premien 
entre euz, impairs Tun et Tautrei et dont le dernier s seit de plus divi- 
sible par 5, tels que le produit 

5*(?*(«*4-10i*^+5^) (J) 
5oit une cinqui^me puissance mnltipli^ pas 2^ 

U est facile de Toir que l'expression (a) ne Baurait dtre le produit 
de 2^ et d'une cinqui^me puissance, k moins que b^Cs ne seit une ein- 
qui^me puissance ^ et le facteur trinome une cinquiime puisflanee multi- 
pli^e par 2*. , , 

Le quart du facteur trinome derant dtre le quadruple d'une eift* 
quiime puissance \ et ce quart pouvant se mettre sous la forme 

(!!±».")-_5(^. . - 

oü les nombres — -^ — ^ ^y sont ^ridemment premiers entre euz, impairs 

Tun et Tautre^ et le dernier de plus divisible par 5, il suflSra, pour Ega- 
ler le facteur trinome divisö par 4 au quadruple d'une cinquiime puis- 
sance^ de poser ces ^quations 

2 — ^ 2* > 

les nombres t^ et s* ^tant supposös premiers entre euz^ impairs Tun et 
l'autre^ et le premier t^ de plus non - divisible par 5. Comme s est di- 
visible par 5 9 et que t^ ne Test plus^ il. faut^ d'apr^s la demi^re öqua- 
tion^ que s' seit aussi divisible par 5« On conclut encore de la derniöre 
^quation^ que iis^^'^^ ^^ P^^ suite que «^est beaucoup plus pMit que #• 
Le nombre 5^t7it devant dtre une cinquieme puissance^ tf^C^^ 
carrö du nombre pröc^dent^ devra ^tre une puissance du nd^me degr^ 
et mdme du diziime degiiS. Or^ en multipliant par 2^5*^0* les devtx 
membres de la derniire ^quation^ on aura celle-ci: 

ou ce qui est la m^ine chose^ en faisant 2ä-|- 1 =* ^'r ^ =^ ^^ dans le 
second membre. 
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^quatiön dont les deux membres devrout Stre des cinqui^mes puiaaances 
multipli^es par 2\ . 

Le produit (^0 ^tant parfaitement semblable au produit (J)^ et le 
nombre s' ötant beaucoup plus petit que le nombre s^ on conclura^ coimne 
dans la dömonstration du thöorime V* du 'memoire pröc^dent^ que Je 
produit (j) ne saurait ötre ^gal k une ciuqui^me puissance^ multipliöe par 
2\ et que par consäquent r^quation (y) ne saurait avoir lieu. 



Le thöor^me de Fermat, pour le cas des cinqui^mes puissauces^ 
est compris comme cas particulier dans le th^or^me que nous venons 
d*ötablir. £n effet^ T^uation x^±_y^z=sz^ ne pouVant avoir lieu, ä moins 
qü'une des ind^termin^es, z par exemple^ ne soit divisible par 5^ nous 
pouvons mettre bz ä la place de zj ce qui donnera a^±,y^^=^b^^f ^qua- 
tion impossibl^ puisqu'elle rentre dans le dernier th^or^oie. 

Un raisonnenient tout-i-fait semblable k celui au moyen duquel 
nous avons ^tabli le thteröme VI«, en partänt du thöor^me V.^ peut ser- 
vir a döduire du thäoreme que ,pous venons de d^montrer ua nouveau 
th^oröme qui peüt s*^noncer comme il suit: 

Thöoröme IX. 
9f Le nombre A ötant soumis aus mdmes restrictions que dans Vi- 
noncö du thöorime VIIL^ et ce nombre donnant un des huit restes suivans^ 
3, 4, 9, 12, 13, 16, 21, 22, lorsqu'il est divis6 par 25, il sera impossi- 
ble de trouver deux nombres x et y premiers entre eux, et tels que Ton 
ait 9f±,y^z=z.A^r 
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35- ; 

lieber die Anwendung der elliptischen Transcendenten 
. auf ein bekanntes Prol^lem der Elementargeometrie : 

y^Die Relation zwischen der Distanz der MittelpTincte nnd 
den Radien zweier Kreise zu finden^ von denen der eine 
einem tinregelmäfsigen Polygon eingeschrielen«, der an- 
dere demselben umgeschrieben ist." 

{Von Herrn Frof^ Dr. C 6. // Jacobi zu Königsberg in Preulsen.) 



1. 

Jtlei einem jeden Dreieck findet bekanntlich eine GleichuDg zwischen 
den Radien des eingeschriebnen und umgeschriebnen Kreises und der 
Distanz ihrer Mittelpuncte' Statte welche Euler zuerst aufgestellt hat. 
Weniger bekannt scheint die ähnliche Relation bei einem Viereck zu 
sein^ das zu gleicher Zeit einem Kreise eingeschrieben und ein^m an- 
deren umgeschrieben werden kannj doch kann sie hier noch leicht auf 
mannichfachen Wegen gefunden werden; wie denn die Theorie dieser 
Vierecke häufiger untersucht worden ist. Schwieriger ist das Problem 
beim Fünfeck und bei den höheren Foljgpnen, so dals Herr Stein er, 
der es gewohnt ist> die bekannten Oränzen hinter sich zu lasseui dies» 
Theorie wesentlich erweitert zu haben schien, indem er im 2ten Baude 
dieses Journals S. 289.^ nachdem er zuvor S. 96. desselben Bandes da^ 
Problem wieder in Anregung gebracht hatte , noch für das Fünfeck, 
Sechseck und Achteck die entsprechenden Gleichungen aufstellte. Lei- 
der aber hat dieser grolse Geometer nicht die Anaijsis dieser' interes- 
santen Resultate mitgetheilt« 

Ehe wir nun aber selbst unsre Weise dieses Problem zu behan- 
deln den Geometern vorlegen ^ sehen wir uns genöthigt, im Namen des 
vor Kurzem verstorbenen Russischen Staatsraths Nicolaus Fufs^ die von 
Herrn Steiner gegebenen Resultate in Anspruch zu nehmen j welcher, 
ohne -es zu wollen und ohne es zu wissen , dieselben und noch überdies 
die- Gleichung für das Siebeneck, bei weitem die schwierigste^ gefunden 
hat. Dieser ausgezeichnete Analyst war nämlich in dem leider nicht 
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häufigen Irrthum, das Problem ^ das er sich stellte ^ nur in einem parti* 
culären Falle aufgelö'set zu haben^ während er in der That die allgemeine 
Lösung gab. 

Man liest nemlich in dem 13ten Bande der Petersburger Nova 
Apta eine Abhandlung von diesem Verfasser vom Jahre 1798^ welche 
den Titel fuhrt: 

De Polygonis symmetrice irregularibus circulo simul inscriptis et 

circumscriptis. 
S. 166 — 189. Schon im lOten Bande der Nwa Jcta für das Jahr 1792 
hatte Derselbe verschiedene und zumTheil neue Probleme über die Vier^ 
ecke gelöset, welche zugleich einem Kreise eingeschrieben und umgeschrie- 
ben sind, und auch die Relation gegeben > welche zwischen den Radien 
beider Kreise und der Distanz ihrer Mittelpuncte Statt hat. Er habe 
seitdem, erzählt er, diese Untersuchungen auf Polygone Ton mehr als 
4 Seiten auszudehnen gesucht; es sei ihm aber nicht gelungen. Denü 
mit der wachsenden Seitenzahl würden die Fundamentalformeln so ver* 
wickelt, dafs man an ihre Entwirrung Oel und Mühe verschwende. Er 
habe daher das mit den gröfsten Schwierigkeiten behaftete allgemeine 
Problem verlassen, und wolle sich hier auf solche Polygone beschränken, 
welche man symmetrisch unregelmäfsige (^symmetrice irregU'- 
laria) nennen könne, die nemlich einen Durchmesser haben, der durch 

« 

beide Centra geht, und das Polygon in zwei gleiche und ähnliche 
Theile theilt. 

Es thüt aber diese Beschränkung bei dem Problem, das sich Fufs 
in seiner Abhandlung stellt, nemlich jene Gleichung zwischen den R^ 
dien und der Distanz der Centra zu finden, keinesweges der Allgemein^ 
heit Eintrag. Denn zuerst ist klar, daCs, wenn eine Ecke des Polygons^ 
in jenem durch beide Centra gehenden Durchmesser sich befindet, das 
Polygon auch zu beiden Seiten des Durchmessers symmetrisch liegen 
wird. Es kann aber immer eine Ecke des Polygons in dem Umfange 
des Kreises, in welchen es eingeschrieben sein soll, beliebig angenom«- 
men werden. ' Denn Herr J. V. Poncelet hat in seinem berühmten 
Werke, TVaitS des Propriitis projectives des Figures 8. 361« den acho'^ 
nen Satz bewiesen, dais 

„wenn irgend ein Polygon zugleich einem Kegelschnitt eingeschrie^ 
b^n und einem andern umgeschrieben ist, es eine unendliche Meoge 

Prelle's Journal. UI. Bd. 4. BH. 49 
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ähnlicher gieht, welche diese Eigenschaft in Besug auf die beiden 
Gurren haben; oder wenn man nach dieser Bedingung von einem 
beliebigen Anfangspunct aus irgend ein anderes Polygon construiren 
will, es sich immer Ton selbst schlielsen wird; und umgekehrt, 
wenn man, von irgend einem Puncto aus, einem Kegelschnitt ein Po- 
lygon einschreiben will, dessen Seiten einen andern berühren, und 
es sich nicht von selbst schliefst, kein anderes diese Eigenschaft 
haben wird/' 

Für unsern Fall sind die Kegelschnitte nur Kreise. Aber auf die- 
sen FaU lälst sich der allgemeinere leicht reduciren, indem man, wie 
Herr Poncelet an einem andern Orte gezeigt hat, zwei Kegelschnitte^ 
wofern sie nur nicht 4 Puncto gemein haben, immer so perspectivisch 
projiciren kann, dafs man in der Projection zwei Kreise erhält 

Da also die Annahme,* die Fufs gemacht, dafs eine Ecke indem 
Durchmesser liege, welcher durch beide Centra geht, der Allgemein- 
heit nicht schadet, so ist es auch nicht zu verwundern, wenn die For- 
meln^ die er in seinem beschränkten Falle findet, wirklich allgemein sind^ 
und mit den von Herrn Steiner gegebnen übereinkommen. Dieses letzte 
wollen wir kurzlich im Folgenden zeigen, da es nicht sogleich in die 
Augen fällt 

2. 
Nennt man den Radius des umgeschriebnen Kreises A, des einge- 
schriebnen r, und die Distanz der beiden Mittelpuncte a, so giebt. Herr 
Steiner für das Fünfeck zwischen R, r, a, die Gleichung: 

r(fi— ö) = (Ä-ffl)^i:(fi— r+ö)(ir— r— a)] + (iJ-t-fl)ir[(Ä— r--^)2ÄJ. 
Setzt man mit Fufs i{-|-a =/i^ .£— as=sf, so verwandelt sich diese 
Gleichung in 

Fufs findet S.174 die Gleichung: 

ppqq — rr(pp+qq) _ +l/(iZZl) 
ppqq+rripp-i-qq) f Xp^qJ* 

Er bemerkt« dafs dieser Gleichung die Werthe r^Z'^p und r=:-M« 

Genüge thun^ und da£i sich daher die Gleichung, nachdem man das 
Wurzelzeichen weggeschafi^t, durch />+r und pf — ^(P'h?) werde divi- 
diren lassen. Nach diesen Reductionen giebt er die Gleichung: 



35. Jacobif Anwendimg d. dUpt, Transcendenien auf e. Problem d. BlemeHtargeom. 379 

Wenn man Herrn Steiners Gleichung: 

yr = /»i^K/i— r)(y— r)] +^/](jr— r>(/i + ^)J 
quadrirt^ so erhält man: 

Wird diese Gleichung wieder quadrirt^ so erhält man: 

Nun ist: 

2(7_r)(2;> + f— r) = 2(y— r)«+4/>(7— r) 

wonach sich die Gleichung so darstellen läfst: 

Es ist aber 

yV— /^•yV(jr_r)^s= -'ff^(fr+p^^pr)(pf—pr^rs), 
(^— r)>«— ^«r* = [(^_r)^-f^r](/)7— /ir— yr). 
Man kann daher^ wie bei Fufs^ durch py — pr — yr dividiren/ und er^ 
hält dann: 

fr^(pr—fr^pf)'-4p^9^i^ + fl'(f+ry{pf+fr^pr) « o. 
Entwickelt man nach den Potenzen Von r, so erhält nian gepau die von 
Fufs gegebene Gleichung« Nach den Potenzen von p geordnet wird sie: 

/^(7+0*(^— +p'fr(7—ry'-pfry-r)^^r' = O. 
Fufs giebt ferner noch die Bedeutung seiner überflüssigen Factoren /'-}« r 
und P9'^r{p'{-f)'^ und für dielen Fall, l¥ie für die übrigen ^ numeri^ 
sehe Beispiele. 

3- 

Für das Sechseck findet Herr Steiner: 

3(lP_ö«)* — 4r»(i?4-Ä»)(if— ö»)«+16r«fl*2P, 

welche Gleichung sich, wenn man wieder R+a=ip, R'—at=:f setrt, 

in folgende verwandelt: 

3py =: 2r*(/i*+^V^+ ^(P + 9np—9)% 
welche mit der von Fufs gegebenen (S*180.) übereinkommt: 

Sp*^—^PP99^^(PP+,99) = ^(PP'-99y^ 
Für das Siebeneck findet Fufs die Gleichung: 

[;>^~.r(/i— ^)— 2rr]a/>^r/[(/i— r)(^ + y)] 
+ [pp99^rr(pp+f7)]2r/'[(f^r)(p'^^)] 
= ±[p9—''(p—9)]lPP99 + rr(pp^ff)]. 
Für das Achteck giebt Fufs die Gleichung: 

49* 
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Quadrirt man diese Gleichung» so resultirt: .. 

4p'9^r^^[(PP—^^)(?9—^':yi 
=^pl'fr'+p^f{p^'-r-){f-^r^) — p'r^{f'-i^ — 9'f^{p^—f^ 

= r\p-^fy-^f^p'f{p-'\rf)^p'9'=^{i^(,!^^ . 

Die Gleichung, rational gemacht^ wird also : 

Aber diese Gleichung scheint nicht mit der sehr verwickelten, xwelche 
Herr Steiner giebt, in Uebereinstimmung gebracht werden su können. 

Pufs bemerkt noch, dafs wenn man einen Winkd ft aus dem 
Winkel v durch die Gleichung cosvs — cotfi bestimmt, man setzen könne: 



a = 



.K 






.ü. 






woraus auch 



,.(e=r)+^(e±r) 






R-^a 






sin -— sin 



■ 

folgt, welche Formeln durch ihre Elegans sich empfehlen. 

Ich habe diese Formeln anführen wollen, weil es vielleicht Einigen 
interssant scheinen dürfte, sie mit den Resultaten zu vergleichen, welche 
sich aus der Theorie der elliptischen Tranacendenten ergeben. 

4. 
Wir wdlen jetzt die Fundamentalformeln aufstellen, auf welchen 
die hier anzustellenden Betrachtungen beruhen. Es seien demnach zwei 
Kreide gegeben, von denen der eine, mit dem Halbmesser /l um^ Mittel- 
punct C, den andern mit dem Halbmesser r und Hittelpunct c umschlie- 
Dsen möge. Die Distanz der Mittelpuncte Cc heilse a. Aus irgend ei- 
nem Puncto A des Kreises C ziehe man eine. Tangente an den Kreis e^ 
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welche den ersten wlecler in A' schneidet ; auf gleiche Weise zidie man 
an den Kreis c die Tangenten A*A'% A*' A"'^ A'" AT u. s. w., wo A^ A\ 
A"y A'"y Ar u- 8. w. in dem grölsern Kreise C liegen, und AA'A'^A[*\.. 
ein Stück eines Polygons oder ein un geschlossenes Polygon ist, das dem 
Kreise C eingeschrieben, dem Kreise c umgeschrieben ist. Man ziehe 
den Durchmesser cCy welcher den Kreis C inP schneiden möge, so dafii 
CP=R, cP=fl + ö. Jetzt nenne man die Winkel ^CP= 2 (P, A'CP=si2<p\ 
A"CPz:=2(p'^, A'^'CP=zQ,q>"*, u. Si w., so ist leicht zu sehen, dafs zwi- 
schen je zwei Winkeln, die aufeinander folgen, die Gleichungen Statt 
finden: 

JS cos (<p^ — (p) -^ ttcos (<p' 4- ^) = '^^ 
1? cos ((P"— (pO + « cos ((P'' + (PO = r, 
ficos(<p"'— (p'0+ acp8((p'"4-(p'0 = ry 



welche Gleichungen man auch so darstellen kann: 

(Ä -{- ä) cos(p^ cos (p -f- (Ä — a) sinCp' sin (p =i r, 
(Ä + a) cos (p'' cos (p' + (JR — d) sin (P" sin (p' = r, 
(Ä + ö) cos(p'''cos(p"+ (Ä— ö)sin(p'''sin(p''= r, 

Zieht man jede dieser Gleichungen Ton der folgenden ab, und bemerkt, 
dais immer 



so folgt sogleich : 






r • 



In dieser Form der Gleichungen springt es sogleich in die Augen, dafs 
\jf sie mit denjenigen übereinkommen, welche zur Vervielfachung der ellip- 
tischen Transcendenten aufgestellt werden. 

Setzt man nemlich das elliptische Integral^ in dem x irgend eine 
Constante bedeutet, 

und setzt nach einer yoii mir angegebenen Bezeichnung die amplitodo (p 

(p =5 Hm{u)\ < 
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ferner eben w 

a = ain(/)y 

wo a irgend einen Winkel bedeuten möge, 

(p^ ^ am(£i-)-0> 
j(P'^= am(w + 20, 
M wird in den Elementen der Theorie der elliptischen Fnnctionen die 
Gleichung gegeben: 

tang(2±2l^ = Aam(0 tang(p', 

wo 

Äam(0 = /•(!— ««sin«*) = /[l— «x8in*am(/)]. . 

Bestimmt man also in unserm Falle die Grolsen x und t oder a durch 

die beiden Gleichungen: 

5^ = Aam(/) =5 /•(!— x«sin«% ^' = am(tf + 0> 

so wird man haben: 

<p = am(ii)9 

(p' = am(ii-f-')» 
^''= am(ii + aO, 
^'"=L am(ii + 30, 

^ = am(a + 40> 



wo 2(p^ 2(P^^ 2(p'^^ 2^ durch die $.4. angegebene Construction gefun- 
den werden. 

5. 
Wir wollen jetst die Gröfiien a und % bestimmen; welches Ter- 
mittelst der Gleichungen ^ = am(ii), a = am(/)9 <P^ ='am(if + /)^ 

Aam(0 = /*(l— »» sinaO = ]s7a 6®^^®^'* ^^^ Elemente der Theorie 
der elliptischen Functionen geben uns die Gleichung: 

cos^cos(p^-{*<iA(psin(p^/'(l-»xxsina*) =s coso. 
Nach unseren obicen Formeln ist: 

co5<Pco8(p'+5in^5in<p'.^^ = g^p. 
Dieses giebt uns sur Bestimmung von « und » die beiden Gleiduuigsn : 

/•(l— ««sin««) = 1=1 und cos« = ^; 
woraus fol^: 

4Rtt , _. ^^ ^ . , _ (it— a)*— r> . 
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Femer hat man 

■ cüsa' cosa ' l-f-A 

cosa' cosa ' l-f-A 

WO der Rürze halber für Aam(/) blofs A geschrieben ist. 

Diese Formeln geben ein leichtes Mittel ^ wenn man ^m(u)^<Pp 
und am(/)=a kennt, daraus am(ii4-^0 '^ finden, was die Aufgabe der 
Multiplication der elliptischen Functionen ist, und zwar durch eine Con- 
struction der Elementargeometrie. Man beschreibe nemlich aus einem 
Puncte c mit einem beliebigen Radius r einen Kreis, und aus dem Mittel- 
puncte Cy der um a^^Cc von c entfernt ist, einen zweiten Kreis mit 
dem Radius R, wo a und R durch die Gleichungen 

a = ^(*-^) p ^ r(l + A) 

2cosa ' 2cosa 

bestimmt werden. Bestimmt man nun den Punct ji in der Peripherie 
des Kreises C, indem man ACPss2(p macht (s. $.4.), und bestimmt die 
Puncte ji^f A"j A'^'y . • • , A^"^^ durch die $. 4. angegebene Construction, 

so wird — 5 — = <p^'"> = am(2/ -f"^0- 

Will man blols am(m/) bestimmen, so fallt der Punct :/^ mit dem 
Punct P zusammen. Uebrigens bemerke ich, da£s die Winkel 2(p, 2(p^, 
^<P"j 2(p% . • • immerfort wachsend angenommen werden, so dals ^ie 
auch 360^ überschreiten können. 

Diese Construction scheint vor der Construction , die Lagrange 
mittekt des sphärischen Dreiecks gegeben hat^ nicht ohne Vorzüge zu sein. 

6. 

Eis ist ein bemerkenswerther Umstand, dals die GröTsen le, a gänz- 
lich von <p oder u unabhängig sind. Wo man daher den Punct A in 

der Peripherie des Kreises C annimmt, wird immer, wenn man —^ = (p 

= am(2i), -^— = (p^ sb am(K-f"0 macht, die Linie AA' einen 
Kreis berühren, dessen Lage und Gröfse durch die Glei- 
chungen ^^•'^(i^a)* ^= i-^A/ kö«*imm* werden. Man denkt 
sich dann nemlich CP als eine feste Linie, Ton welcher an der Winkel 
a(p gezählt wird, und in welcher der Mittelpunct des Kreises c zu Hegen 
kommt Eben so wird immer, wo^man auch A angenommen hat, die 



lAm^ j4J" ^Mtk KfM leruhrtUf deswn latgt uni GrSlse durch die 

Glm^imMr'» • — ^liöTZT^/' ^"T+TT^ Wftunmt werden, wenn 
0^11 «^'^ss am^2/^9 A'^' ss/'^l — xxüü^a.^'/ 9ttML Und allgemein wird 
imfiMT, w0 matt aocli den Anfangfpanct ^ angenommen bat, die Liinie 
AA^f weiche ioA Pol jgon snichliefil, einen Kreis berühren, dessen Ele» 

mmf« dorch die Gleichnngen g = J\ t^^ciJ > ^= i^^aw 6«S*"^*^ 
sind^ wo » '^' SS am ^mt)^ A'*^=: /"(l — xxiin'a^*^. Die Hittelpuncte aller 
diaMT Krtue Heften in der festen Linie AP* 

Wir wollen jet2t beweisen, dals diese Kreise ein System bilden, 
w#d<be dieselbe Linie xam Orte der gleichen Tangenten haben, welche 
cweckmalsjge Benennung Herr Steiner in seinen geometrischen Arbei- 
ten in diesem Journal eingeführt hat Es ist dieses bei zwei Kreisen 
^ne gerade Linie, welche auf der Verbindungslinie der Mittelpuncte 
aenkracht steht, und eben, was ihr Name andeutet, die Eigenschaft 
hat, dals wann man ron irgend einem ihrer Puncte die Tangenten an 
die beiden Kreise legt, diese Tangenten gleich werden. Da wir schon 
wissen, dafs jene Kreise ihre Mittelpuncte in derselben geraden Linie ha- 
ben, BO braochen wir blofs ea zeigen, dals fiir irgend einen Punct die 
Ton ihm aus an alle Kreise gelegten Tangenten gleich sind, indem die- 
selbe Eigantchaft dann alte Puncte der durch ihn gdienden und auf AP 
senkrecht Atehenden Linie haben werden. 

2iti diesem Ende wollen wir den Punct ii| der Linie AP selbst 
aufsuchen, welcher diese Eigenschaft in Besug auf die beiden Kreise C, c 
hat Wir wollen D die Distanz dieses Punctes von C nennen, so wird 
seine Distanz von c, D—a. Die Tangente an den ersten Kreis wird 
^(J)I)^RB)j an den zweiten Kreis /*[(/> — a)* — rr\. Beides gleich ge- 
setzt giebt 

oder 

2a 2a 

OLun aber fanden wir 



%% 



woraus 



2Tr 



nn 



> 
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und also: 



D = — — Ä. 



, Wir sehen dals e^ in dem Ausdruck für D gar nicht vorkommt^ 
sondern dals es blofs ron x abhängt. Für alle jene Kreise aber ist dieses x 
dasselbe, und nur im a unterscheiden sie sich. Hatten wir daher für 
C und irgend einen anderen Kreis den Ort ihrer gleichen Tangenten ge* 
sucht y so hätten wir denselben Ausdruck für D gefunden, so dafs also 
alle jene Kreise einen gemeinschaftlichen Ort der gleichen Tangen- 
ten haben. - . 

Die analytische Bestimmung der Elemente des Kreises, den die 
Linie AA^"^^ beständig berührt, während der Punct A sich in der Pe* 
ripherie des Kreises C bewegt, wäre selbst für kleinere m ein Problem 
von kaum zu übersteigender Schwierigkeit gewesen, welches auf diese 
Weise auf die Elemente einer bekannten Theorie zurückgeführt und da- 
durch in aller Allgemeinheit gelöst ist 

Der specielle Sat^, dals ^A^' beständig einen Kreis während seiner 
Bewegung berührt, lälst sich auch folgendermalsen aussprechen: 

„Wenn man einen Winkel in einen Kreis einschreibt, der einem 
, andern zu gleicher Zeit umgeschrieben ist, und man denselben sich 
unter diesen Bedingungen bewegen lälst, d. h. so, dafs seine Spitze 
die Peripherie des Kreises durchläuft, während seine Schenkel den 
anderen, Kreis berühren, so wird die Sehne, die er in dem ersten 
Kreise, in den er eingeschrieben ist, abschneidet, während der Be- 
wegung beständig einen dritten Kreis berühren, welcher mit dem 
gegebnen denselben Ort der gleichen Tangenten haf 
Diesen Satz giebt Herr Poncelet S. 326. seines angeführten Werks. 
Durch die oben angedeutete Weise perspectivischer Projection lassen sich 
diese Sätze auf das System zweier Ellipsen ausdehnen. 

7. 
Aber Herr Poncelet giebt diesenf Sätzen noch eine weit gi^Isere 
Ausdehnung. Wir haben angenommen, dafs die Seiten des Polygons einen 
und denselben Kreis, oder in der Projection, denselben Kegelschnitt berühren. 
Poncelet bestimmt nur, dals sie überhaupt in einer bestimmten Folge 
gegebene Kegelschnitte berühren, so dals auch, wenn man will, ein Kegel- 
schnitt mehrere Seiten berühren kann, wo dann gedacht werden kann, 
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dals in diesen Kegelschnitt mehrere zusammen fallen. Er unterwirft 
diese Kegelschnitte blofs der Bedingung^ dals sie alle mit dem Kegel- 
schnitt^ in welchen das Polygon eingeschrieben ist, die reellen oder idea- 
len Secanten ^) gemeinschaftlich haben. Es giebt demnach folgenden 
Satz S. 327 : 

^yWenn man einem Kegelschnitt ein Polygon einschreibt^ dessen Sei- 
ten^ mit Ausnahme einer ^ andere Kegelschnitte berühren^ die mit 
einander und mit jenefn gemeinschaftliche Secanten haben, und man 
das Polygon unter diesen Bedingungen variiren läfst, so werden die 
freie Seite und alle Diagonalen sich auf anderen Kegelschnitten wäl- 
zen, die mit den gegebenen gemeinschaftliche Secanten haben," 
Aber auch diese Verallgemeinerung ergiebt sich leicht aus unse« 
ren Betrachtungen für Kreise^ worauf man sogleich sie durch Projection 
auf Kegelschnitte erweitern kann. Ja wir erhalten sogleich unmittel- 
bar wieder den analytischen Ausdruck für die Elemente des gesuchten 
Kreises in aller Allgemeinheit. Es seien die Kreise, wie sie aufeinander 
folgeQ^ Cy c% c", c'", . • ., c^*^*^, wie oben nach ihren Mittelpuncten be- 
nannt, ihre Radien resp, r, r', r'\ r''', • • ., r^"*--Oj Jie Distanzen ihrer 
Mittelpuncte von C, cC — a, &C=a\ c"C^q'% c'''C=a"', . . ., 
^(w-i)(7= ßC»"-»). Man bestimme ferner die Winkel a, a», «a> ^y • • • > *m-i 
durch die Gleichungen : 

co8«=;r:|::^, ^^**'=ä+^> ^^^''*=ä+^' • • •» co8a^,= j^^^^^,^ , 

und setze 

a = amf, a, = hxnt'y a, = am*'', • . •, «m-i = amf^*"""*^. 
Jetzt ziehe man aus einem beliebigen Puncto A des Kreises C die Tan- 
gente AA' an den Kreis Cy die Tangente A'A'^ an den Kreis c\ die Tan- 



*) Herr Poncelel bestimmt eine gemeinichaftliche Secante zweier Kegelschnitte aot folgen- 

deD EigenschaflteD , welche sugleich su ihrer allgemeiniten Definition dienen. Man bestimme in 

ihnen die Durchmesser AB, A'B', welche su ihrer Richtung conjngirt sind ; so müssen sich 1) beide < 

Durchmesser, wenn es nöthig ist|, verlängert in demselben Punct O schneiden. Wenn ferner , 

AB^^a, A'B*=sa', und die mit der gegebenen Linie parallelen, diesen conjugirte Durchmesser 

bh b'h' 

resp« bf b* sind, 'so mufs 2) sein — OA . OB z= -^i * ^^'- OB'. Diese Bestimmungen > welche 

angenscheinlicb erfällt sind, wenn die Linie beide Kegelschnitte wirklich schneidet, behalten ihren 
Sinn auch wenn s\t aufs^rbalb beider Hlllt, in welchem Falle siePoncelet die iderle Secante 
nennt. Für zwei Kreise, die sich nicht schneiden, ist die ideale gemeins<^(Uiche Secante der Ort 
der gleichen Tangenten bei Herrn Steiner. ^ 
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gente Ä"A'" an den Kreis c'\ u. 8. w., die Tangente ^'^»>^'"> an den 
Kreis c^'^'^, wo A^ A\ A'*j . . .,, -rf^'*> alle' in der Peripherie des Krei- 
ses C liegen^ und nenne wieder 

^CP=2(P, ^'CP=2(P', A''CP:=2<P'% . . ., ^<'">CP = 2(P^'~>, 
so hat man , wenn <p = am u : 

(P' = am(w + 0, (p"=^am(w+/ + 0, (p'"= am(i/ + ^ + /'+0^ 

(p^'"^ = am(w + ^ + /'+ .. . +/^"*-*^). 
Nach $. 6. also wird^ wenn man ^ + /' + ^'' + . . . + /^"^'^ = 5 setzt, 
die Linie A^^'^A, welche das Polygon schliefst, während der Drehung 
einen Kreis berühren, dessen Elemente durch die Gleichungen 

__^ 2 R cos am 5 

^"* ~ 1-f Aarnö ^ 

_ JB(1 — Aain5) 
^'^ 1+Aam5 ' 

bestimmt sind, wo r„ sein Radius, o^n ^^^ Distanz seines Mittelpunctes 
in der Linie .AP von C bedeutet. Die Bedingung, dals die Kreise einen 
gemeinschaftlichen Ort der gleichen Tangenten haben, kommt mit der 
Identität des I^pduls überein. 

Das Vorhergehende giebt eine Construction der Addition mehrerer 
elliptischen Functionen, wie wir oben die Construction der Multiplication 
fanden. Uebrigens erhellt aus unsern Formeln noch der Satz, dafs, in 
"Welcher Ordnung auch die Seiten AA^, A'A"j A'^A'" u. s. w. die gegebe- 
nen Kreise berühren, der Endpunct A^^^ immer derselbe sein wird. 

8. 
Man bestimme jetzt K durch die Gleichung amir=— , so hat 

man bekanntlich am(2/-{"2jr)s= am(£/)-f-V9 und allgemein, wenn / eine 
ganze Zahl ist, am (2/ + ^^^ == i^ -f-^™^- Dieses vorausgeschickt, hätten 
wir eigentlich, wenn AA'A" * • • A^"^"^ Aj i Mal die ganze Peripherie durch- 
mißet, genauer setzen müssen : 5 = 2 iK'— {t -f l'-f /''-f- .•.-{- 1^'^% Doch 
ändert dies die Formeln für a^^ und r^ nicht. . Reduciren sich alle Kreise 
c, c', c", . . ., c^*""*^, Cj^ auf den einen c, so wird für diesen Fall das 
Polygon ein geschlossenes, dem Kreise c umgeschriebenes und dem Kreise C 
eingeschriebenes Polygon. Für diesen Fall wird 5 ==/=/'= *''=•.. ss:*^'""*^^ 
wodurch man erhält: 

(m -f- 1)* ?= 2/Jf', oder t = \. . 

50* 
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Dieses ist der analytische Ausdruck fiir die Relation^ die zwischen der 
Grölse und Lage zweier Kreise Statt finden mub, danoiit sich dem einen 
ein (m-^-i) Eck einschreiben lasse, das dem andern umgeschrieben ist, 
und i Mal die ganze Peripherie durchmiCset. Fiir diejenigen, welche we- 
niger an die hier gebrauchte Bezeichnung gewöhnt sind^ wollen wir sie 
folgender mafsen als Theorem hinstellen: 

Theorem/ 
,,Wenn R und r die Radien zweier Kreise sind , von denen jener 
einem n Eck umgeschrieben, dieser demselben eingeschrieben ist, die 
Distanz ihrer Mittelpuncte a heilst, und man die GröTsen x und a durch 

die Gleichungen cos a = ^ , %% = /p i \z — bestimmt, so ist immer: 



f dq> J^ fl^ Ö9 



WO// die Zahl der Umläufe des Vielecks durch die ganze Peripherie be« 
deutet; Diese Gleichung giebt zugleich die zwischen r, R, a statt fin- 
dende Bedingungsgleichung/*^ . 

Da die Bedingungsgleichung t=: ron u ganzlich unabhängig 

ist, so folgt daraus^ dafs die Wahl des Anfangspuncts A von keiaem 
Binflufs ist, wie Poncelet in deni zu Anfang angeführten Satz gezeigt 
hat. Uebrigens kann man immer annehmen, dals / und n keinen Fac- 
tor gemein haben, weil sonst das Vieleck in sich zurückkehrt 

So ist die in der Ueberschrift bezeichnete Aufgabe vollständig und 
in ihrer ganzen Allgemeinheit gelb*st. 

9. 
Es sei /r = l2m, also das Polygon Ton einer geraden Seitenanzahl ; 
dann sind jt und ^"*>, J' und A^'^'^ J'' und ^('*+S . .. ., ^«-»> und 
-^•*^^ gegenüberstehende £cken} und ^^">, A'A^'^'\ ^''^-^, u^s-w. 
die diese verbindenden Diagonalen. Diese werden dem Obigen zufolge 
einen Kreis berühren, dessen Elemente durch die Gleichungen 

^_ JR[— Aam(ml)1 2i{cQ8amfinf) 

"^ T+ZSTämlmT)" ^ 1-|-Aaai(me) 

o * IC 

gegeben ain4 Aber de f ss y— ^ we i eine ungerade Zahl ist, wird 



Inrird daher r=:0« a=Jl 



1+V^(1-«)" 
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Der Kreis reducirt sich daher auf einen Punct, in welchem sich alle 
jene Diagonalen schneiden , und welcher für alle die unendlichen Viel- 
ecke^ die sich nach einem verschiedenen Anfangspuncte /i unter den ge- 
gebnen Bedin^ngen construiren lassen , derselbe bleibt^ da seine Bestim- 

mung, die in der Gleichung a = -R* ^ i y^)^ j_ ' \ enthalten ist, Ton u 

oder (p gänzlich frei ist. Dieser Punct ist einer der beiden, welche für 
die Schaar Kreise, welche denselben Ort der gleichen Tangenten haben, 
eine Art Gränze bilden, und durch welche alle jene Kreise, welche diese 
Schaar Kreise rechtwinklig schneiden und ihren Mittelpunct in der Linie 
dw gleichen Tangenten haben, gehen müssen. S. die Abhandlung von 
Herrn Steiner im Isten Bande dieses Journals S. 161 ff. 

Dieser Satz findet sich bei Herrn Poncelet am angef. 0. S. 364. 
auf das System zweier Kegelchnitte erweitert. 

Es dürfte nicht ohne Interesse für die Theorie der elliptischen 
Functionen sein, ähnliche Betrachtungen unmittelbar für das System 
zweier Kegelschnitte anzustellen. Das Integral dürftp dann in einer com- 
plicirteren Form erscheinen, die sich jedoch auf jene einfachere reduciren 
lassen muls. Vielleicht nehme ich später Gelegenheit, hierauf wieder 
zurückzukommen. 

Den 1. April 1828- 
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36, 

Demonstrations nouvelles de quelques theor^mes 

relatifs aux nombres, 

(Par Mr. LejSune-Dirichlety prof. de matliein.) 



JL armi ks differentes demonstrations gue les g^ometres ont successiv^e- 
ment donnöes du th^or^me de Wilson^ celle gue M. Gaufs a exposöe 
dans ses jyDist/uisitiones arithmeticae, art. 77." et gui est fondee sür la 
consid^ratioD des nombres correspondans {numeri socii) est sans contre- 
dit la plus simple. En generalisant un peu la definition des nombres 
correspondans et en suivant ensuite une marche analogue ä celle de M. 
Gaufs, on peut demontrer simultan^ment le thöoreme de Wilson et 
deuxautres propositions gui sont d'un grand usage dans la theorie des 
nombres. C'est ce gue nous allons faire voir en peu de mots. 

La lettre p d^signant un nombre premier, Euler gui le premier 
s'est servi de cette consideration, nomme correspondans deux nom- 
bres m et n Tun et Tautre moindres gue p et tels gue leur produit m/i 
donne Tunite pour reste lorsgu'il est divisö par p. 

Gen^ralisons cette d^finition et appelons correspondans deux nom- 
bres m et n moindres gue p et dont le produit mn donne le m^me reste 
gu'un nombre dötermin^ a gue nous supposons n'^tre. pas divisible par 
p. Cela pos^, considörons la suite 

(1.) 1, 2, 3, . . . p—1. 

II est facile de voir gue, si m dösigne Tun guelcongue des nom- 
bres gui composent cette suite , ce nombre m aura son correspondant n 
et n'en raura gu'un. Cela rösulte immödiatement de ce gue la congruence 
my^a (mod. ^) dans laguelle ni m ni a n'est divisible par p, a tou- 
jours une racine y moindre gue p et n'en a gu'une. 

II peut arriver gue n soit ögal km. On a alors rri^^a (moi.p), 
ce gui fait voir gue ce cas ne peut avoir lieu gu'autant gu'il existe un 
guarre donnant le mSme reste gue e^ ou, en d'autres termes, gu'autant 
gue a est r^sidu guadratigue par rapport ä p. Distinguons actuellement 
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deux cas selon gue a est ou n'est pas r^idu quadratique par rapport a 
p et coxnmengons par le dernier de ces deuz cas. 

Soit^ dans ce cas^ m Tun quelcongue des nombres (1.) et n son 
correspondant. On aura mn^a (moi. p) et n sera diff^rent de m. J^pris 
avoir o\i les nombres m^ n de la suite (1.)^ il restera p — 3 nombres. 
D^signons par m' Tun quelconque de ces p — 3 nombres restans et par 
n^son correspondant; /i'sera diff^rent de m^ et Ton aura m' n' ^ a (moA. p). 
En continuant de proc^der ainsi, ou öpuisera la suite (1 ) et Ton formera 

2— — groupes compos^s chacun de 2 nombres correspondans; car cha- 

que nombre n'ayant qu'un correspondant qui est mis de cot^ en mSme 
temps que lui^ on ne peut Jamals^ pour former un noüveau groupe, avoir 
besoin d'un des nombres d^ja mis de cotö. 

Le produit de deux nombres composant un groupe donnant le 
m^me reste que «, et les groupes ötant au nombre de ^^ y on voit que 

le produit des nombres dont Tensemble des groupes est formö^ c^est-a- 
dire le produit des nombres compris dans la Serie (1.) donne le mdme 

reste que le nombre a öler^ ä la puissance ^ I" . On a donc dans le 
cas que nous venons d'examiner 



(2.) 1.2.3... ;i—l = ö" (mod.^). 
Fassons au second cas qui a lieu lorsque a est r^sidu quadratique 
de p» U existe dans ce cas un quarrt k^ (dont la racine k peut Stre 
suppos^ <^p) tel que k^-^a (mod. p). Le quarrt du nombre p — ky qui 
est ^galement moindre que py donne aussi le mdme reste que a lorsqu'il 
est diris^ par p. Les nombres k et p — ^ /etant otös de la suite (1.), il 
n'y restera aucun nombre x tel que x^^a (mod. p). Car si parmi les 
nombres restans il j en avait un satisfaisant a cette condition, a^ — ^ 
= (r + *)(^ — k) serait divisible par ps il faudrait donc qu'un des fac- 
teurs X'\'ky x — k le fut pareillement ; or c'est ce qüi est manifeste- 
ment impossible, x ^tant plus petit que p et difförent de ^ et /? — k. — 
Cela posö^ on Toit comme dans le cas döjä examinö^ que les p — 3 nom- 
bres qui restent dans la suite (1.) apr^s en avoir ot^ k et p — ky se cor- 
respondent deux ä deux^ d'ou Ton conclut comme pr^c^eoiment que le 



produit de ces nombres donne le mdme reste que a ^ • II suit de lä que 
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)e prodixit de tous les nombres qui composent la suite (1.) donne le mdme 

reste que a ^ k(p — k) et comme^ d'apres ce qu'on a vu plus baut^ on a 
tf^p — k)^ — i*^ — a (moip), il vient ce resultat 

£-1 

1.2.3.... ;i — t^ — ö' (moi.p). 
Ce resultat et celui qüe nous avons obtenu plus haut^ peuvent dtre r^a- 
nis dans la formule suivante 



(3.) 1.2.3.... /> — l^H^a* (mod.p) 
dans laquelle il faut prendre le signe sup^rieur ou införieur, selon que 
le nombre a que nous supposons n*^tre pas divisible par p^ est ou n'est 
pas rösidu quadratique de p. Si nous posons 0=1, le signe sup^rieur 
aura lieu, Tunit^ ötant un quarrt et parcons^quent r^sidu quadratique de 
tout nombre. Nous avons donc 

1.2.3.... p — 1^ — 1 (mod.^) 
congruence qui constitue le thöor^me de Wilson. 

Remplagous le premier membre de la for;nule (3.) par le nombre 
— 1 9 qui comme nous renons de le voir^ n'en differe que d'un multiple 
de p, et changeons ensuite les signes dto deux membres^ il viendra ainsi 

a * ^±1 (moXp) 
congruence dans laquelle il faudra choisir le signe -{" ^^ '^ signe — , 
Selon que a est ou n'est pas r^sidu quadratique de p. Le th^orejoie que 
cette formule renferme^ et qui ,a it6 decouvert par Euler, est d'une 
grande importance dans la thöorie des rösidus. — On fera disparaitre 
le double signe dans la derni^re congruence en ölevant ses deux nombres 
au quarre. On trouve ainsi 

ce qui est le thöor^me de Fermat« 

Ce dernier thöor^me peut dtre d^montrö tres simplement de la 
maniere suivante^ sans qu'il seit nöcessaire de rien supposer de ce qui 
pr^cede. 

Les nombres a et p conservant leur signification^ considerons les 
p — 1 multiples de a que voici: 

a, 2a, 3a, • . . . (/> — l)a. 

II est facile de voir que deux de ces nombres ne sauraient donner 
le mdme reste quand on les divise par ps oar si les restes provenant des 
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I 

multiples ma et na ötaient ägaux, ma-^na'=^{m — n)a serait divisible 
par Pf OB qui est ixnpossible/ a n'^tant pas divisible par p, et m — n 
^tant ^p sans pouvoir dtre zöro. Les restes que Ton obtient en divi-^ 
sänt par ;i les p — 1 multiples de a^ ötant tous diflfiäreiis entre enz et 
auoun de ces restes ne pouvant ötre nul^ comme on le voit faoilement^ 
oes restes doivent coi'ncider avec les nombres de la s^rie 1,2, 3, . . .p — 1> 
quand on fait abstraction de Tordre dans lequel ils se suivent. II suit de 
lä que le produit des p — 1 multiples de a, doit donner le m^me reste 
que le produit 1.2. 3*.. p — 1. 

La diff^rence de ces produits est dono un multiple de p. Or 
cette diff^rence pouvant facilement se mettre sous la forme 

(aP-'^i) (1.2.3.... p—t) 
et 1.2.3 ... p — 1 n'ätant pas divisible par p, on en conclut que aP^— 1 
est multiple de p, ou, ce qui est les möme chose^ que a^"^ ^tant divisö 
par p donne Tunitö pour reste. ' 
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37. 

Sur le nombre des transformations diflPerentes, qu*on 
peut faire subir k une fonction elliptique par la Substi- 
tution d'une fonction donne de premier degre. 

(Par Mr. N. H. Abel.') 



doit pour aBröger 

1. A==(i— «*)(!— c«^')» ^' = (i--y^(i— <?'V) 

et supposons.qu'oa satisfasse a I'^quatiop diff^rentielle 

en j substituant pour y une fonction rationneHe de x de la forme 

Oll 2/1 -f- 1 est un nombre premier et au moios un des coeiBciens A^^^ 
et Ba„+i est different de zöro. En süpposant^ ce qui est permis, la frac- 
tion pröc^dente r^duite ä sa plus simple expression, aous dirons que 

-^ se transforme en fl«-^ par la Substitution d'une fonction de degr^ 

2/2 + 1. 

U s*agit maintenant de trouver toutes les valeurs difförentes de y 
qui röpondent ä la m^me valeur de 2/2-|-i. Si Ton fait 



*■ i=r-i-^=/: 



da: 



et qu'on dösigne par Kß une fonction de 0, teile que 

5. 00=:-^ pour j: = Aö, 

et en outre 

Ä(0) = 0, 

il suit immediatement de ce qui j'ai dit sur le probl^me g^nöral de la 

transformation des fonctions elliptiques dans le No. 138. du Journal d'astro- 

nomie de Mr. Schumacher, qu'on satisfera de lamani^re la plus g^- 

nörale a l'equation ^^^-'X' ^^^* ^® ^^* ^^ -ßa«+i = 0, en prenant 
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(*-~}5^) V-^2z) •■" r-JFb) 



ar(l 



5. 



**(1 — c»;i»a«ar»)(l— cfA»(2o).ap*)..,.(l— cU»(»«).x»)» 

c-+'.{x(f+«).Ä(i-+2«)....^(t+'»«)r, 



cM^ 



a = ^i^.(Xä.X(2«) H^»))% 

oü « est une quantitö de la forme 

6. a = 



2n+l ' . 

m et m' ötant deux entiers. Maintenant» ajaat trou?ö cette Solution , il 
suit encore de la formule (51.) du memoire cito que toutes les autrea 

valeurs de y seront de la forme jTf'^ 9 oü y est donnö par (5.), et /*, /, 

^y g' flont des quantitös constantes qui doivent satisfaire a l'^quation 

^ (l_a*)(i— tf'V). • 

ff 

Cette ^quation donne viugt-quatre sjst^mes'de Taleurs differentes. On 
trouve ainsi qu'ä chaque yaleur de 0s r^pondent 24 valeurs de y et.douze 
Taleurs du module c\ Mais comme les valeurs de y Mut deux k deux 
6gales^ mais de signes contraires^ nous n*en compterons que douze. Par 
la m^me raisoirjBOus reduirons le nombre des raleun de c^ a six« Cela 
posäy si Ton fait pour abrögerr 

on trouvera ais^ment ces valeurs correspondant^ des trois quantites c*, 0^ y. 

\. n. m. ' IV. V. vL 

^'^'^ **' «3-» vr+J» lni"J» vrpTi/* vr=7i)' 
. ^ _^ . a _3,. ,.. . i 

9. ' 

e w ' dp i^e v+S.p i—e v±d.p l-fri v±^.p.t 1— fi v+d.p.i 
l V . p* 1— e'v+^.p' l-fe'v+J.p* 1— «iwHP^.p.i* i-{-ei' v+d.p.i^ 



8. 



±T» +^«, ±7(1+«)% +7(i-')% ±7(l+«0% +7(l-«n 



(oü / = /"— 1). 
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On toit qu'ä chaque valeur de c^ correspond^nt deux valeurs dijBTerea- 
tcs de la fonction y. Maintenant 8i Ton attribue aux nombres m et m' des 
valeurs enti^res quelcongues^ on aura toutes les Solutions possibles de notre 
probreme. Or parmi ces Solutions il n'y aura.gu'un nombre fini qui se- 
ront diff^rentes entre elles« Cherchons d'abord les Solutions difförentes 

qui röpondent au premier cas^ savoir c* = 6^ et y = — .•^. Pour les 

trouver seit a^ une yaleur de ob et dösignons les valeurs correspondantes 
de y, />, Vy S, e par y\ p\ v\ J*, t\ Celä posö il est Evident , que si y* 
doit dtre ^gal k dtiX, on doit avoir: 

Or en yertu de (8.) on ne pourra avoir p^=^p, a moins que les quanti- 

iis h^dy V(2a)^ . • . • X'(/2a).ne soient, quoiqoe dans un ordre diff^rent, 

Egales a Celles -ci: 

Ä«a% X*(2«'), ..... X\na'). 

Seit donc 

KW = VO*«), 

oÄ f( est moindre que /i. On en tire Ka^^ssi±,\(jia) et de U, en vertu 

du thöor^Bbe IL du No. 13jB. du Journal d'astronomie.- 

oü it et 1:^ designent des nombres entiers ^uelconques. ' vCeU dornte 

et poisque 

X(Ö + (2/i+l)«) = Aö, 

et &/i-{-l est un nombre premier, il suit que 

p^=zpy v* = v, ^* = ^i «*=«. 

Donc les Solutions ^i r^pondent a « et a^ sont pr^isement Ega- 
les entre elles. 

Soit d'abord m*a=0 en 8orte qoe '^öTXT* 

Si Ton fait i* 3= 0, et qu'on dötermine- les nombre» i ^ fi A% la 
mani^re- a satisfaire a l'^quation 



* + _iifL_ — 1 



on aura 

2«+l* 



«' 
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771 to 



On voit par li que la fiolulion qiii r^pond ä u:=z^^—~ est la 

mdme que celle qui reponde ä a = ^^-jrjy 9"®^ 9^® ^^^^ '^• 
Supposons maintenant m^ difh^rent de zöro^ on aura 

Si ron dötermine les deux nombres entiers ft et A* par l'^quation 



271+1 *' 

et i par celle -ci: 

1:+ ^^ _ y 

* — 271+1 "" 271 + 1' 

oü V est positif et moindre que 2/3 + 1^ on aura 

^ — 271+1 • 
On Toit de lä^ que pour toutes les valeurs difförentes de t; et py il , 
suffit de donner ä a les valeurs: 

^"" 2^+1' 271+r 2ir+i' 2n + l ' •••' 271 + 1 * 
Or toutes les Solutions ainsi obtenues seront e£Pectivement difförentes en- 
tre elles^ car si Ton attribue ä a et ä a^ deux valeurs diffdrentes de la 
sörie (10.)> il est clair qu*ön ne pourra satisfaire ä Föquation 

a* = ir « + i* w* ± ft a, 
qui exprime une condition nöcessaire de Tidentit^ des deux Solutions qui 
r^pondent ä a et ä a\ 

Donc le nombre des Solutions diff^rentes qui repondent ä y = — . -^ 

est 2/2 + 2. Maintenant si Ton attribue ä a toutes les valeurs (10.)^ les 
formules (9.) donnerout 12. (2/2 + 2) Solutions^ et il est övident que toutes 
les 12. (2/3 + 2) valeurs correspondantes de y seront n^cessairement diff(6- 
rentes entre elles. Cependant il ne repond a ces 24.(/3 + l) Solutions que 
12.(/2+l) valeurs du module. 11 faut observer qne la conclusion pr^- 
c^dente /2'a pas lieu pour le cas particulier oü /2 = o. £n e£fet, dans ce 
cas y n'aura que douze valeurs difierentes^ car les deux valeurs « = 0», 
a, = oi\ auxquelles dans ce cas se rcduisent les quantit^ (10.)^ donneront 
pour y une meme valeur, savoir y = x. U faut remarquer ^gal^ment 
que le module c ne doit avoir les valeurs zöro et Funitö. Dans ces cas 
la fonction /-TT- n'est plus une ibnction elliptique, mais circulaire ou lo- 
garithmique. 
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Oo pourra mettre les huit dernieres valeurs de y (9.) sous une 
autre forme qui est ä guelque j^gard plus ^I^gante« £n efiet on pourra 
d^montrer qn'on a 

....(1— 2*„^r.;r4.car»), 

. . • . ( 1 — 2 A J /* — c.X'\'Coi?). 
En changeant le signe de Xy on aura des! expressions semblables pour 
f + J./> et i/ + ^»/'*/' — !• ^ß* quantit^s l^», ^,, Is^. - . - it« sont donn^es 



par la formule 



Pareillement od a 



h — : , ^ ^i^ ^^ 



^ 1— c.A*jtca* 



A* = 



A(fitt) 



oü A(d) designe la quantitö 

4^ = ±tr[<i-Ä«ö)(i-c«A«e)]. 

Donc le5 numerateur et dönominateur de la fraction (3.) qui ex- 
prime la valeur de y, se trouvent döpompos^s en facteurs dans tous les cas. 

Dans le cas oü le module c est moindre que Tunite^ les ^quatioos 
(9.)y nous fönt voir^ que gön^ralement les modules des transformöes sont 
imaginaires^ exceptio ceux qui ri^pondent ä 

et en m^me tems k Tune des Solutions I.^ 11.^ III.^ IV. II n'j a donc seu- 
lement que huit modules r^els* Si Ton ne desire que ceux qui sont 
moindres que I'unitö, on n'en aura que quatre. Cependant il pourra 
arriver, c ayart des valeurs particfilieres, qu*un pIüs grand nombre des 
modules transformös sont r^els. Je ferai Toir dans une autre occasion, 
oomment on pourra trouver toutes ces valeurs particulieres. Pour le 
moment je ferai connoitre une mani^re d'exprimer töutes les raletirs du 
module c^ ä Taide de produits infinis. / 

Si c est moindre que Tunit^, o) sera une quantitä reelle , o»' au 
contraire sera imag^naire; car on a 

c'est-a-dire^ si Ton fait 



^^^^^ 
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2 ~J^ V[(l -a:^) (1 - b^ x^)] ' 



ou 

on aura 

CO* = « 4" <3 yT — 1« 
ou est une ^uantit^ reelle comme eo. Cela pos^ les 2/3-)- 2 yaleurs de 
u devieadroat: 

2/1+1^ 2/1 + 1^ •••• ITTfl •; 

A la place de ces valeura on pourra aussi mettre Celles -ci: 

2ir+l' 2/1 + 1' 2/i-f.l ' 27r+T' • ' • • 2n + l ' 
oü /ss/*— I. , 

En faisant c = l, ^ = -|- (formule 189. Tome Ü. pag. 177,), et 

mettant ensuite bo^ et bts ^n lieu de (o et or^ et enfin « = i ^-^ — d K on 

trouTera Kd ==/(X et la formule donnera en vertu de quelques reduo- 
tioBS faciles: 

g )+g']- ••. 



12. Xörz: q7r-.Tr g.Sint— ÖI.7 -^ — 



—5 



Pour avoir la valenr de e (8.)y il suffit de chercher les valeurs de 

Xf-^ -{-«), a(y+^*)> • • • • ^(y^"'^*) ^^ moyen de la formule pr^ce- 

dente^ et de les multiplier ensuite entre elles» D'aibord si Ton fait ^^^^'Zpi^' 
on trourera aisöment 

De mdme si Ton fait ':^: 

^ fiyf+2jt»ai 

* ^ 2»+l ^ ^ 
et pour abröger: 

2n + l''^ 2ii + l^ 

on partiendra a cette formule: 

14. .=.y(^.^).|Lt%^.i±M^*)'....r. 



4(X) 37. Abtl^ iran^formniions des foncU-^ns eVipfiques. 

Donc on voit, que pour avoir toutes les valeurs de e, il suffit de substi- 
tuer dans Texpression 

15- ^'O-vr+f •rf^"""'i+g*'^-^ •••;/ ^ 



au lieu de 7, les 2/2 + 2 valeurs 7*"+S f^% f.y^+S S^f^-^^ .... S^.f^% 
oü 1, Siy S^y .... sönt les racines de T^quation 5*'+* = l. Deux seule- 
ment des valeurs de € sont reelles, savoir Celles qui röpondent k la sub- 

stitution de y^"*"* et y**^*, c'est ä dire ä 

Cd ^ I0i 

et « = 



* — 211 + 1 ^' ^ — 2n + V 
II suit encore des formules pr^cedentes que toutes les 2/i + 2 va- 
leurs de e sont n&essairement differentes entre elles, except^ peut-^tre pour 
les cas de valeurs particuli^res du module c. Ayant trouv^ les valeurs 
de f, on aura Celles du module c^ ä Taide des eqoations (9.). 11 j a a re- 
marquer que Texpression (15.) est pr^is^ment la valeur de /^c, comme . 



Cd 



on peut le voir en faisant 0=:-^. Dans le cas oü Ton sappose y de 

i 
la forme — .v^ le module c\ suivant I. (9.) sera ^al ä c*, donc ^c^=«. 

Par coosequent dans ce cas le module c se changera successivement daiis 
toutes les valeurs du module c^j si Ton remplace dans la formule 

»6- ^«-«.r,.(J^-.i±^....)-, 

f par r^\ •>, *.7v, K^jy — 5r7y^*^ 

Ce th^rime s*accorde parfaitem nt avec le th^reme ^ooncö par 
Mr. Jacobi dans le tomellL pag. 193. de ce Journal. Seulement ä Ten- 
droit cite la fonction de f, qui exprime la valeur de /^c, est presentöe sous 
une autre forme. Donc on trouveroit inuoi^iatement le th^röme de 
ce g^m^tre, si Ton pouvoit parvenir ä diltflonlrer Tidentite dte deux 
fonctions 

On pourra encore ■ dömontrer qu'on aura les 2a -f- 3 valeurs de c*, en 
mettant d«ns la formule 
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«H+i an-f-i in+t Vt^l 

les quantit^ r^+*, /r, ^/r, ^/r, .... ^"/r, au lieu de r, la lettre 



— — rr 



r 4^signant la quantit^ e ^ . Donc cette quantitö est liöe a^ par T^- 
quation 

Pour avoir la valeur du coefficient % il faut connoitre celle de ^ 
(8.). Or on pourra la döduire ais^ment de la formule (12.), en / fai- 
sant Oi=zay 2a ... . na,, On trouve de cette maniere que le8 valeurs 
de h qui röpondent respectivcment ä 

" 2/1+1' 2/1 + 1' 2/t + l ' • • • • 2n + l ' 
sont ^giales a la valeur de Texpressioii 

19. * = i>-.;-,.(;^.j5^. ...)■, 

en y supposant au lieu de ^ les valeurs f^'^^j V^Jj öiV^^, ^J/^, *. ..• . 

. . . . ^jVy- 



.» 



Crdle's JoaraaL 111. Bd. 4. Ilft. 
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.38. 

Theoreme general sur la transformation des fonctions 
elliptiques de la seconde et de la troisi^me esp^ce. 

(Vai Mt. N. H. AbeL) 



dl une integrale algöbrique f(y,'x) == O satisfalt ä l'^quation 



— a. 



V"[(1-:)'')C1 — c'V)] ~" VT:(1— a?»)(l — c»«»)]' 

OD aura toujours: . 



n* m* 



oü ^, B^ n 8ont des quantitös donn^ea^ A\ B\ m^ k des quantitös con- 
stantes^ fonctions des premieres, et p une certaine fonction alg^brique de 
y et X. U est tres remarquable que les parametres m et n sont li^s 
entre eux par la mSme öquation^ que y et ;r; savoir f{my n) = 0. Dans 
le cas oü n est infini, le premier membre deviendra seulement une fonc- 
tion de la seconde esp^ce et^dans ce cas on pourra demontrer que 

oü V est une fonction algebrique des variables x et y. 

Au reste il est aisö de dömontrer la formule (a.). II n'y S qu'ä 
diff^rentier T^quation 

a r_ ^^ — P- ^^ 1_ 

par rapport au module c. Je me r^erve de donner dans un autre me- 
moire des d^veloppemens plus ötendus sur le thöor^me ci-dessus. ^ 
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Suite des notices sur les fonclions elliptiques^ 

(Fair Mr. C G* J. Jacohi^ prof. en phil. a Königsberg.) 



• • • • 



I. J^es formules donn^s dana le troisi^me cahier de ce Journal con- 
tiennent la d^couverte importantej| y^que les fonctions elliptique^ 
de troisi^me esp^ce^ dans lesquelles entrent trois variables^ 
peuvent gtre ramenöes ä d^autres transcendantes qüi n'en 
ont que deux." De la on tire aisöment toute la thöorie des fonctioiii 
elliptiques de^ troisieme espece. 

II. Soit q = e '^ \ y' =: e -^' , de aorte que Tön trouve q' en 
Oy en mettant k' au Heu de ky ou en changeant le xnodule et son com- 
pl^ment. Si Ton met 

0(^>y) = 1 — ajrcos2J?4-2jf*cos4ar — Q^q^ cos^x -^^ . .,. 

4 ' ^ 4 

H(4r, 7) = 2 /"f sinx — 2 /'f siuS J7 -f" 2 /"^^^ ainSor - 
on aura: 

H(ix,y)=ij/(^).^H(^,4 

/ 6tant toujours =1^ — 1, formules tr^s remarquables. On pourra döduire 
l'une de lautre au mojen de la formule sin a m(i a, k) i= iianga m(ii, k^ 

IIL Je suis parvenu i r^soudre un probl^me dont la difficultä 
avoit 6Iud^ long-tems tous mes effbrts, savoir de trouver Texpression g^- 
nörale et alg^brique des formules de multiplioation. En effet on sait 
qu'en supposant z^=^ sin am(nu), ;r = sin o m (</), n ötant un nombre im- 
pair quelconque, on a 

ji' J"^ A'"y etc. 6tant des fonctions rationelles et entieres de k, On 
peut aussi trouver successivement pour chaque valeur donnee de n^ p. e. 
/i = 3, 5, 7, . .•., les. exppessions de U et de Vs mais trouver gön^rale- 
ment pour un nombre n ind^fini les valeurs alg^briques ^%A\^"y A'"y etc. 
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en k, est un probUme oü toutes les m^thodes connnes paraissent 4tre 

en d^faut. Or, Z'=^-^ 4tant une aubstitution rationelle quelconque qui 

sert ou *ä la transformation ou a la multiplication des fonctions ellipti- 
ques de premi^re espece^ je suis parvenu ä sommer par parties le numä- 
rateur et le d^nominateur de la Substitution a faire et a döfinir Tun et 
Tautre au moyen d'une ^quation a diffi^rences partielles entre x et kn Dans 
le cas de la multiplicatioa on tire de cette öquation les expressions g^- 
nörales de A'^ -4", A'"y . • . . On trouve par exemple 

u€ —o, ^ — — Ar-, ^_ ^--^-^ , 

^8) _ 2n^(n^— 1) (w»— 4) (n^— 9) ^'(1+^^) n^ (n^— 1) (n^— 4) (17/1'— 69) Ä:> 
~ 3.3.5 ~ 3.3.4.5 * 

etc. etc« etc. 

On trouve tres facilement chaquö terme^^"*) par les deux termes -^'^""^ 

^(»-♦)^ qui le pr^c^dent. £n vertu d'une remarque faite dans une au- 

tre occasion^ savoir qu'^tant mis — au lieu de :r^ % %^ cbange en j-^ 

h ötant le module transform^^ on tire aussitdt le num^rateur U du dö- 
nominateur et r^ciproqüement, Le cas de n pair nie demande quo quel- 
ques l^g^res modifications. 

Königsberg le 3- Oct. 1828. 
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40. 

Zweite Annäherungs-Gonstruction des Ejreis-Umfanges. 

(Von Herrn C. G. Specht zu Berlin.) 






In der höchst schätzbaren und reichhaltigen Geometrie des Herrn Profes- 
sor Paucker zu Mitau befindet sich eine Sammlung von elementar -geo^^ 
metrischen Constructionen^ den Umfang eines Kreises näherungsweise zu 
finden^ von denen die genaueste bis zu der fünften Decimalstelle mit dem 
Caicul übereintrifft^ aber doch so weitläufig ist^ dafs sie in der wirklichen 
Ausführung bedeutende Schwierigkeiten verursacht. Ich habe vor eini- 
ger Zeit in diesem Journal eine einfache Construction des Kreis -Um- 
fangs bekannt gemacht^ welche bis zu der sechsten Decimalstelle mit 
dem Caicul libereintriJBf^^ und gebe hier eine zweite^ die bei der gröTsten 
Einfachheit bis zu der achten Decimalstelle genau ist. 

Man construire den rechten Winkel BAC; *) nehme auf dem ei- 
nen Schenkel AB desselben, Aa=:am =imp'sr=:py=z^B^=2 dem Radius 
des gegebenen Kreises } theile sowohl mp in n und o, so wie auch ^1^ in ' 
r und s, in 3 gleiche Theile; nehme auf dem andern Schenkel ^C dieses 
Winkels^ AM z=:Aaf AR = der Entfernung zwischen den Puncten M 
und m, ACz=z der Entfernung zwischen den Puncten R und rs nehme 
nun auf derOeradfen Co^ die Cc::;=ABs und ziehe endlich aus c mit AB 
eine Parallele, bis sie die CB in d trifilt; so wird Cd mit dem Umfange 
des gegebenen Kreises bis zu der achten Decimalstelle übereinstimmen« 
Denn es folgt aus der Construction, dafs . 

Cd = 5V(3^ + 6>+13> + 15>) _ . ,//439\ 

Nun ist w = 3,141592653 .... 

und jCd = 3,141592639.... 

folglich Tc-^iCd = 0,000000014 . . . . 

Es ist zu bemerken, dafs die Formel 

13>^146 
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= 3,1415919531...., 



^ Es wird dtoi Leier leicht feio^ die Fi^or nach der Beachreib^ng lo entwerfen. 

Anfn« d« fierausgeberii 
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welche in dem ersten Heft des dritten Bandes pag. 83. in diesem Journal 
steht *)f erst in der siebenten Decimalstelle um sieben Einheiten kleiner 
ist, wie dieZiahl tt, und die merkwürdige Beschaffenheit hat, dafs sie in 
den beiden nächsten Decimalstellen wieder mit der Zahl if übereinstimmt, 
so dafs die Formel 

= 3,1415926531 



7 . is-rue 

TT - 



10^ ' 50 
erst bei der jsehnten Decimalstelle von der Zahl or abweicht**). 



*) Durch einen Druckfehler steht datelbit 

3,141591953 Halt 2x3,141591953. 

**) Wenn man Hie Zahl n näherongsweise durch Qaadrat» Wartein ausdrücken will, 
-welche Ausdrücke sich auch mit mehr oder weniger Mähe immer le lehnen lassen, so darf 
man' nur das Quadrat von si, auf die Art wie man Bräche sucht die sich der Zahl s seihst oder 
«iberhaiipt einer s^S^^®''^'^ irrationalen Zahl möglichst nähern, in einen Kcttenhruch und die- 
sen rOckwÜrts in gewöhnliche Bräche verwandehn. Diese Brfichc gehen wie bekannt den Werth 
des Kettenhruchs, und folglich ihre Quadrat - Wurteln die Zahl v aelkst, genadar als alle ändert 
Rntche in kleineren Zahlen. Auf ähnliche V\'eise kann man verfahren, wenn man n durch 
Cubic - Wurzeln oder in heliehigen anderen Formen, zieren Umkehrungen sich leicht berechnen 
lassen , n&htrungsweise ausdrücken will. 

Anm. d. HeraiMgchers. 
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Aufgaben. 



Question d'analyse i n d^ t e r'm i n öe. 

(Far Mr. Lejeune^Dirichlet^ pro f. de math^m. ) 

30. JLia lettre p d^ignant ua nombre premier impair^ on sait par le 
thäor^me de Wilson^ que le produit 1.2.3.. .. p — i, augment^ de 
Vunite, est divisible par p. On peut substituer au produit pröc^dent celui 

que Von obtient en' remplagant sea " ^ derniers facteurs qui sont p — 1, 

p—2y . . . • 2~"' P^^ ^®* nombre« — 1, — 2, .. . ., -^ ^ ^ , qiji en diflfö- 
rent respectivement de p. On voIt ainsi que la formule 

dans la quelle ü faut prendi^e le signe sup^rieur on införieur^ selon que 

" ^ est pair ou impair, est toujours un multiple de p. Or ^ est pair 

DU impair^ selon que p est de la forme 4/2 -{-1 ou de celle-ci: 4/2 -f- 3. 
On a donc pour tout nombre premier /> = 4/2-(-l> 

(l.2.3....£^)Vl 
^gal ä UD multiple de p, et pour tout nombre premier /9=:4/i-{-3^ 

- (1.2.3....^) + 1, 

ou ce qui revi^t au mdme 

ögal ä un multiple de p. 

Ces deux corollaires du thöoröme de Wilson sont dAs k La- 
grange, qui les a ^nonc^s dans le beau memoire oü il a le premier 
dömontrö le th^oreme qu'on vient de nommer. Le dernier de ces corol- 
laires donne lieu ä une question que nous croyons pouvoir proposer ä 
Tattention des göom^tres qui s'occupent de la theorie des nombres« 

La diff^rence 
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etant divisible par p (p d^signant un nombre premier 4/2 4"^) ^^ <^e^te 
diffi^rence pouvant se döcomposer dans les deuz facteurs: 

il s'ensuit que Texpression , 

(l.2.3....2:~)±l 

^vec le signe convenable est un multiple de p. On demande une rejgle 
<[ul fasse connoitre le signe convenable^ sans qu'il soit n^cessaire de eher- 
eher par des multiplications successiyes le reste que Ton obtient en diyi- 

sant 1.2* 3. . ■ . ^ par p. 11 est faeile de voir que la question pro- 

pos^e revient ä celle de savoir si 1 . 2 • 3 . • . • ^ ^ - est ou n*est pas r^sidu 
quadratique da /i. 



Aufgaben voti Anderen. 

31. a« Von geradlinigen Figuren in der Ebene » deren Seiten mit 
denen gegebener Figuren parallel und von ihnen gleich weit entfernt sind, 
die Eigenschaften in Beziehung auf die gegebenen Figuren zu untersuchen. 

b. Von Polyedern, deren Seiten -Ebenen mit denen gegebener Po- 
lyb'der parallel und gleich weit von ihnen entfernt sind, die Eigenschaf- 
ten in Besiehuhg auf die gegebene^ JPolyeder zu untersuchen. 

32. Die Zahl der geraden Linien^ durch welche /z iPuncte in der 
Ebene oder im Räume verbunden werden können^ ist — ^^~ \ Zu sa- 
gen, wie viele allgemein von diesen geraden Linien nöthig sind, die Lage 
der n Puncto zu bestimmen , und welche Modificationen des allgemeinen 
Gesetzes, wenn es ein solches giebt, entstehen, wenn die Puncto theil- 
weise zu mphr als dreien in Ebenen, oder alle in einer und derselben 
Ebene liegeue "^ •'' 

33. Die Zahl der Functe zu finden^ in welchen sich die "' ,~ 

geraden Linien schneiden, durch welche /z Functe in der Ebene oder 
im Räume verbunden werden können, nebst den Modificationen» (32.) 

34. Aehnliche Figuren in der Ebene oder im Räume, von 
krummen oder geraden Grenzen umschlossen, sind im Allgemeinen die- 



■^ 
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jenigen 9 die so gelegt werden können, dafs die bestimmenden Puncto der 
einen und die ähnlich liegenden bestimmenden Pi^cte der anderen in gera- 
den Linien liegen, welche durch einen und denselben Punct gehen^ und 
dafs dann zugleich die Entfernungen der bestimmenden Puncte der einen 
Figur von diesem Puncte ( welcher. Aehnlichkeits- Punct heijben kann) 
Gleichvielfache sind von den Entfernungen der bestimmenden Puncte der 
anderen von dem nemlichen Puncte. (Man sehe den Aufsatz No. 24. im 
ersten Bande dieses Journals, 3. Heft, S. 250. ^).) Es wäre nun su unter- 
suchen, welche Eigenschaften Figuren zukommen, die so gelegt werden 
können, dals, wie bei ähnlichen Figuren, die bestimmenden Puncte der 
einen und die zugehörigen Puncte der anderen in geraden Linien liegen, 
welche durch einen und denselben Punct gehen, dafs aber dann' die Ent- 
fernungen der bestimmenden Puncte der einen Figur von diesem Puncto, 
statt, wie bei ähnlichen Figuren, von den Entfernungen der bestimmen- 
den Puncte der anderen von dem nemlichen Puncte Gleich vielfache zu 
sein, vielmehr um gleich viel von ihnen verschieden sind, oder 
dafs die Summe zusaofime^iifehöriger Entfernungen überall dieselbe sei, 
oder dafs die Producta der^misammengehörigen Blilfernungen alle gleich 
sind. Das Letztere würde antiparallele Figuren geben. 



^) D«r Uerausgcker diese« Joamalf hat in eioer Her Königlicben Academie der Wii«enschaf- 
taa sa fierliD von ilim am 13. Märt 1828 vorgeleienen Abhandlung einige am dieeer Definition fol- 
fMtle «Bgemeioe Eigen tchaflen ähnlicher Figuren entwickelt. 
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Cjs ist in diesem Jahre eine mathematische Schrift des Herrn Doctor Plücker zu 
Bonn erschienen 9 unter dem Titel: „Analytisch -geometrische Entwicklungen. Erster 
Band. Essen bei G. D. Baedeker, 1828." Die Schrift handelt von der Theorie der 
graden Linie, des Kreises und der Linien zweiter Ordnung, letztere nach der rechten 
anal^rtischen Methode, nicht aus dem Kegel sondern aus der allgemeinen Gleichung 
zweiter Ordnung abgeleitet. Sie verbreitet sich über die Gegenstände neuerer geome- 
trischer Untersuchungen, über die Transversalen, Chordalen, Polaren, Aehnlichkeitspuncle 
mid Axen, über die Zuordnung der Pole, die Bedeutung imagihairer Ausdrücke u. 8.w. 
Sie handelt von der Bedeutung der Coefficienten der allgemeinen Gleichung zweiter 
Ordnung, von den Durchmessern, Brennpuncten, von den Durchschnitten u. s. w. all- 
gemein und einfach, von der Osculation gewissermnfsen eigenthümlich , und sdilielst 
mit einem Abschnitte, der sich zu einer bedeutenden All gemeinlieit erhebt. Sie schont 
insbesondere zur Vermiltelung zwischen der synthetischen und analytischen Methode 
in der Geometrie beitragen und die analytische Methode auch für die einfacheren Fälle, 
wo sie weniger anstellig zu sein scheint, geschmeidiger machen zu sollen. Die Art wie 
sie durch Zerlegung und Verbindung der Gleichungen, durch Multiplication und ver- 
mittelst Einführung vonuDbestimmten CoefficientenjlljUrch Benutzung der Willkürlich- 
keit der Coordinaten^'nHikel imd der Lage der itibsn und andere Kunstgriffe das 
analjrtische Verfahren dem syntlietischen gleichsam näher zu rücken strebt, so wie die 
Sparsamkeit der Rechnungen und Formeln, ist bemerkenswerth. Sie vereinigt in sich 
auf eine scharfsinnige und eigenthümliche Weise die Untersuchungen die über diesen 
Gegenstand in neuerer Zeit nach eigenthümlichen Ansichten angestellt worden sind, 
und von welchen sich eine reichhaltige Sammlung in den Annales des maihAnatiques 
von Gergonne findet , und schreitet auf diesem Wege weiter. Die Schrift hat un- 
streitig bedeutenden wissenschaftlichen Werth und verdient alle Aufmerksamkeit. Es 
ist zu wünschen, dafs ihre Fortsetzung über die Curven hpherer Ordnung und die Fi- 
guren im Räume bald erscheinen möge, lieber eine Aeufserung in der Vorrede glaubt 
der Herausgeber dieses Journals eine Bemerkung machen zu müssen, weil sie theils 
das Journal selbst, theils persönliche Umstände berührt, welche dem Herausgeber 
genau bekannt sind. Es heifst nemlich S. V. der Vorrede, dafs der Herr Verfasser 
mehrere neue, unter sich sehr verschiedene, von ihm auf seinem Wege gefundene 
Resultate des Herrn Steiner (eines ausgezeichneten Mitarbeiters an diesem Journal), 
der in die Fnfstapfen des Herrn Foncelet zu treten scheine» später im ersten uhd 
zweiten Heile dieses Journals wiedergefunden habe. Der Herausgeber bemerkt, dais, 
wie ihm bestimmt bekannt und von ihm auch schon S. 96. ersten Bandes dieses 
Journals angedeutet ist, Herr Steiner keinesweges weder die Arbeiten des Herrn 
Plücker^ noch die des Herrn Foncelet gekannt hat, als er die {inigen verfertigte, 
sondern vöUig selbstständig arbeitete, daher sich auch nicht eigentlich sagen läfst, daüi 
Herr Steiner in fremde Fnfstapfen trete. Obgleich es noch keinesweges ein Ta- 

*] Der Heraasgeber nimmt» um Entscbnldigong zu erbitlen, dafs er nur so selten Nachrich- 
ten und Keurthei langen von Biichern flieht, auf die den vori&hrigen Nachrichten (8. 399. des 2len 
Bandes dieses Journals) beigelü^le Bemerkung Bezuj^. Diese Bemerkung sei^t die Ursachen der 
Sehenheit seiner Aealserongen dieser Art an. Die Bitte, ihn dabei sa unterstAtitn, ist bis Jetst 
noch nicht (St$k\\i Wbrden. Er wiederholt sie. 
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del sein worde, su sagen, dnijs Jemand in die Fufstapfen eines so ausgezeichneten,! 
dassischen Schriftstellers wie Herr Poncelet trete, so glaubt der Herausgeber doch 
die obige Bemerkung machen zu müssen , damit auf keine Weise , auch nicht schein- 
bar, etwa ein Schatten auf die Arbeiten des Herrn Steiner falle, sondern diesen, 
ganz auf eigener Kraft ruhenden^ genialen Bemühungen volle Gerechtigkeit widerfah- 
ren möge. 

Die im vorigen Jahrgange dieses Journals 9. 399. und 40O. erwähnten jinnales 
des mathJmatiques von Herrn Gergo nne und das Bulletin universel des sciences von 
Herrn Baron vonFerussac sind auf eine erfreuliche Weise fortgesetzt worden. Das 
Bulletin ist noch fester begründet worden und verstärkt seine intensive Kraft fernerhin. 

Von den eben daselbst erwähnten Exerdces des mathimatiqnes von Herrn A» 
L« Cauchy sind wieder 12 neue inhaltsvolle Hefte, also nunmehr in Allem 31 Hefte 
erschienen« Von dem trefllichen Cours d^analyse des Herrn A. L. Cauchy erscheint 
so eben zu Königsberg in Preufsen bei Bor.nträger eine deutsche Ueber- 
setzung von Herrn Huzzler^ welche zur Verbreitung dieses vnchtigen Werkes in 
Deuts(^and beitragen wird. 

Die ferner daselbst erwähnte zweite Auflage der ^^Excrcices du calcül int^ 
graV^ von Herrn Legendre ist nunmehr erschienen. Die Erneuerung dieses dassi- 
schen Werkes ist um so interessanter, da über den Gegenstand, mit w^elchem es sich 
vorzüglich beschäftigt, die elliptischen Functionen, jetzt so eifrig und vielfältig gearbeitet 
wird. Es sind, wie der ehrwüritlige Verfasser dem Herausgeber zu melden die Güte 
gehabt hat, zwei Supplemente des Werks zu erwarten, von welchen das eine die Be- 
weise der aUgemeinen Theoreme des Herrn C. G. J. J a c o b i über die elliptischen 
Functionen, nebst neuen Entwicklungen enthalten wird und so eben gedruckt wird, 
das andere über die Entdeckungen des Herrd N. H.Abel und die ferneren Arbeiten 
der beiden benannten Geometer, diesen Gegenstand betreffend, sich verbreiten wird. 

Von Herrn C. G. J. Jacob i ist ein Werk über die elliptischen Functionen, 
unter dem Titel : Pundamenta novo Theoriae functionian eJUpticarum unter der Fresse. 
Herr N. H. Abel bearl)eitet ebenfalls ein umfassendes Werk über diesen Gegenstand. 
Diese Schriften w^erden die weitere Ausführimg der Blittheilungen enthalten, welche ihre 
Verfasser in dem gegenwärtigen Journale und in den ,, astronom. Abhandlungen des 
Hrn. Schumacher" gegeben haben, und werden also von grofsem Interesse sein. 

Die Kaiserliche Academie der Wissenschaften zu St. Fetersburg giebt so eben 
einen Supplement -Band zu der bereits geschlossenen Suite ihrer Memoiren, enthaltend 
Arbeilen verstorbener Academiker, heraust. Dieser Band wird, aufser mehreren wich- 
tigen Abhandlungen von Schubert und Fufs, wiederum zwölf noch ungedruckte 
Abhandlungen des grofsen Euler enthalten. Der Herr Staats -Ralh Fufs, beständiger 
Secretair der kaiserlichen Academie , hat auf die Bitte des Herausgebers die Güte ge-> 
habt, ihm die Titel der Euler sehen Abhandlungen mitzutheilen. Es sind folgende: 

1) De insigni promotione analysia Diophanteae. 1780. 

2) Solutio problematis düficilUmi, quo hae duae fonnulae aaxx-\-hhyy etaayy^hbxx 
quadrati reddi debent. 1780. 

3) Investigatio binorum numerorum formae a?^(x*— /*) quorura productum, sive 
quotus, Sit quadratum. 1780. 

4) De binh numeris, quorum summa, sive aucta sive minuta, tarn unius quam alte- 
rius quadrato producat quadrata. 1780. 

fi\ Dilucidationes circa binas summas duorum biquadratomm inter se aequales. 1780. 

6) De resolutione hujus aequationis: 0^=^'\'hx^cy'\^dxx'\'exy^fyy'\'gxxy 
^hxyv'^ixxyy per numeros rationales. 1780. 

7) Metfaodus nova et facilis, fonnulas cubicas et biquadraticas ad quadratum ledu- 
cendL 1780. 



* 
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By Solutio problematis ad analysin infiDieoruin indeterininatoram referendi. 1781. 
d) De infinitis curvis al^braicis, qunrum lon?iludo indefioita arcui ellipüco aequa- 
lür. 1781. \ 

10) De infinitis curvis algebraicis quarum longitudo arcui parabolico aequator. 1781« 

11) De binis nirvis algebraicis eadem rectificatione gaudentibus. 1781, 

12) De curvis algebraicis quarum oinncs arcus per arcus circulares metiri liceat. 1781» 

13) Solutio problematis analjticiftdii'ficilliuti. 1782. 

14) Integration d^une esp^ce remarquable d^equations diüerentieltes dans Panalyse 
. des fouctions a deux variables. 1777. 

Es ist Eulers eigener, in seinen letzten Lebensjahren ausgesprochener Wunsch 
gewesen, noch 40 Jahre nach seinem Tode in den Druckschriften derAcademie fort2u- 
feben: und wiiklich hat der reiche Vorrath bis jetzt vorgehalten , ob er gleich bald 
nadi Eul ers Tode um 58 Abhandlungen vermindert worden, aus welchen die Opuscula 
mafytica imd der vierte Band der zweiten Anflüge der lastit. calc, int, entstanden sind. 
Weaii gleich ein halbes Jahrhundert alt, sind die oI)en erwähnten Abhandlungen doch, 
noch nicht veraltet und enthalten interessante Forscliungeu über unbestimmte Analysis und 
höhere Geomelrie, welclie dem mathematischen Publicum hr»rhst willkommen sein weiv 
den. Des grofsen Geometers Wunsch , noch 40 Jahre in den Memoiren der Academie 
JEU leben ist erfüllt, aber Jahrtausende noch wird dieser Heros der Mathematik lebem 
in der Wissenschaft und in der Achtung und Bewunderung der Nachkommen« 
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